Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 12. cviceni”

19. kvétna 2021

1 Komplementarita
Véta 1 (Véta o komplementarité). Méjme dlohu linedrniho programovdni P a jeji dudl D v
ndsledujict forme:
maxc ' x,Ax < b,x > 0, (P)
minb'y, ATy > ¢,y > 0. (D)

Méjme pripustnd Teseni x* a y* pro P a D a oznacme jako Aj; prvek matice A na pozici (j,1).
Pak x* a y* jsou optimdlnimi teSenimi uloh P a D pravé tehdy, kdyz plati ndsledujici dva vztahy

m
z; = 0 nebo ZAjyiyj =¢; pro kazdé i € {1,...,n} a
j=1

y; = 0 nebo ZAj,ixi =b; pro kazdé j € {1,...,m}.
i=1

Prvni vztah k4, Ze pro kazdé i je bud i-t4 proménnd priméru nulovd nebo je i-t4 podminka
dudlu tésnd. Druhy vztah analogicky k4, Ze pro kazdé j je bud j-t4 proménnd dudlu nulovi
nebo je j-t4 podminka priméaru tésna. Tento vysledek ndm pomuze ovérovat optimalitu feSeni ¢i
napfiiklad ur¢ovat optima duélu z optim priméaru.

Pi#iklad (Reseny pifklad). Méjme ndsledujict primdr P a dudl D:
max 2xq + 4xs + 3x3 + x4
3x1+ 22+ a3 +4x4 <12
Ty 73%24’23034’31‘4 S 7 (P)
21 + x9 + 3x3 — 2y <10

T1,T2,T3,T4 > 0

min 12y, + 7y2 + 10y3

3y1+y2 +2ys > 2
Y1 —3y2 +ys > (D)
Y1+ 2y2+3ys > 3
dyr +3y2 —y3 > 1
Y1,Y2,y3 = 0

Bud x* = (O, %, 0, %) optimem v P. Urcete optimum v D.

Reseni. Pode Véty o komplementarité jsou 2. a 4. nerovnost v D splnény tésné, protoze xo # 0 a
x4 # 0. V primaru P po dosazeni hodnot x* vidime, Ze 2. nerovnost v P neni tésna a podle Véty
o komplementarité tedy mame y» = 0. Dosazenim y2 = 0 do 2. a 4. nerovnosti v D zapsanych s
rovnosti dostdvame soustavu

ntys=4
dy1 —y3 =1,
jejiz feseni y* = (1,0, 3) je piipustné pro D a tedy je optimem v D. O

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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Priklad 1. Optimdlnim resenim dudlni ilohy D k nasledujici iloze P je y* = (07 75, 0).

max4x, — 2z + Tx3
12
—x1— 22 +x3 < —1
201 + 29 < 4 (P)
T+ 23 <4

S5x1 +x9 — 223 <
<

x1, 2,23 > 0
(a) Spoététe pomoci komplementarity optimdlni Fesend primdru P.

(b) Naleznéte vektory x € R® ay € R, které spliuji oba vztahy z Véty o komplementarité, ale ani
X a ani'y nejsou optimdlnimi reSenimi pro P a D.

Priklad 2. Méjme nasledujici zaddani dudlu D tlohy P:
max 3y1 + 3y2 + 6ys + 4y,
Y1 +2y2+3ys +ya <5
Y1 +y2+2ys +3ys =3 (D)
ity t+ys=>1
Y1,Y2,Y3,Y2 = 0
Pripustnygm teSenim primdru P je x' = (4,0, —1). Je toto TeSend primdru optimem v P?
Piiklad 3. Na obrdzku je bipartitni graf, ktery md u hran napsané ceny a u vrcholu reSend dudlniho

programu k perfektnimu pdrovdni maximdlni ceny. DokaZte, Ze toto Tesent je optimdlni.
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