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1 Komplementarita

Věta 1 (Věta o komplementaritě). Mějme úlohu lineárńıho programováńı P a jej́ı duál D v
následuj́ıćı formě:

max c>x, Ax ≤ b,x ≥ 0, (P)

min b>y, A>y ≥ c,y ≥ 0. (D)

Mějme př́ıpustná řešeńı x∗ a y∗ pro P a D a označme jako Aj,i prvek matice A na pozici (j, i).
Pak x∗ a y∗ jsou optimálńımi řešeńımi úloh P a D právě tehdy, když plat́ı následuj́ıćı dva vztahy

xi = 0 nebo

m∑
j=1

Aj,iyj = ci pro každé i ∈ {1, . . . , n} a

yj = 0 nebo

n∑
i=1

Aj,ixi = bj pro každé j ∈ {1, . . . ,m}.

Prvńı vztah ř́ıká, že pro každé i je bud’ i-tá proměnná primáru nulová nebo je i-tá podmı́nka
duálu těsná. Druhý vztah analogicky ř́ıká, že pro každé j je bud’ j-tá proměnná duálu nulová
nebo je j-tá podmı́nka primáru těsná. Tento výsledek nám pomůže ověřovat optimalitu řešeńı či
např́ıklad určovat optima duálu z optim primáru.

Př́ıklad (Řešený př́ıklad). Mějme následuj́ıćı primár P a duál D:

max 2x1 + 4x2 + 3x3 + x4

3x1 + x2 + x3 + 4x4 ≤ 12

x1 − 3x2 + 2x3 + 3x4 ≤ 7 (P)

2x1 + x2 + 3x3 − x4 ≤ 10

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

a

min 12y1 + 7y2 + 10y3

3y1 + y2 + 2y3 ≥ 2

y1 − 3y2 + y3 ≥ 4 (D)

y1 + 2y2 + 3y3 ≥ 3

4y1 + 3y2 − y3 ≥ 1

y1, y2, y3 ≥ 0

Bud’ x∗ =
(
0, 52

5 , 0, 2
5

)
optimem v P . Určete optimum v D.

Řešeńı. Pode Věty o komplementaritě jsou 2. a 4. nerovnost v D splněny těsně, protože x2 6= 0 a
x4 6= 0. V primáru P po dosazeńı hodnot x∗ vid́ıme, že 2. nerovnost v P neńı těsná a podle Věty
o komplementaritě tedy máme y2 = 0. Dosazeńım y2 = 0 do 2. a 4. nerovnosti v D zapsaných s
rovnost́ı dostáváme soustavu

y1 + y3 = 4

4y1 − y3 = 1,

jej́ıž řešeńı y∗ = (1, 0, 3) je př́ıpustné pro D a tedy je optimem v D.

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Př́ıklad 1. Optimálńım řešeńım duálńı úlohy D k následuj́ıćı úloze P je y∗ =
(
0, 7, 11

2 , 0
)
.

max 4x1 − 2x2 + 7x3

5x1 + x2 − 2x3 ≤ 12

−x1 − x2 + x3 ≤ −1

2x1 + x2 ≤ 4 (P)

x1 + x3 ≤ 4

x1, x2, x3 ≥ 0

(a) Spočtěte pomoćı komplementarity optimálńı řešeńı primáru P .

(b) Nalezněte vektory x ∈ R3 a y ∈ R4, které splňuj́ı oba vztahy z Věty o komplementaritě, ale ani
x a ani y nejsou optimálńımi řešeńımi pro P a D.

Př́ıklad 2. Mějme následuj́ıćı zadáńı duálu D úlohy P :

max 3y1 + 3y2 + 6y3 + 4y4

y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

y1 + y2 + 2y3 + 3y4 = 3 (D)

y1 + y2 + y3 ≥ 1

y1, y2, y3, y4 ≥ 0

Př́ıpustným řešeńım primáru P je x′ = (4, 0,−1). Je toto řešeńı primáru optimem v P?

Př́ıklad 3. Na obrázku je bipartitńı graf, který má u hran napsané ceny a u vrchol̊u řešeńı duálńıho
programu k perfektńımu párováńı maximálńı ceny. Dokažte, že toto řešeńı je optimálńı.

ya = 10 yb = 50 yc = 28

yu = 0 yv = 2 yw = 30
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