Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 10. cviceni*

6. kvétna 2021

1 Dualita jeji aplikace
Meéjme nasledujici tilohu linedarniho programovani P s n proménnymi a m podminkami:

T

maxc ' X za podminek Ax < b a x> 0. (P)

Té budeme tikat primdrni linedrnd program (neboli primdr). Jeho dudlnim linedrnim programem
(neboli dudlem) nazveme néasledujici linedrni program D s m proménnymi a n podminkami:

minb "y za podminek ATy >cay > 0. (D)

Vysvétleni: pii feSeni P se snazime najit linedrni kombinaci m podminek soustavy Ax < b s
néjakymi koeficienty y1, ..., ym > 0 takovymi, aby vyslednd nerovnost méla j-ty koeficient aspon
¢; pro kazdé j € {1,...,n} a prava strana pfitom byla co nejmensi.

Ukazuje se, ze program D ,hlidd* program P podle nasledujiciho vysledku, ze kterého naptiklad
vidime, zZe je-li P neomezeny, pak D nemé piipustné feseni.

Véta 1 (Slaba véta o dualité). Pro kaZdé pripusiné reseni x ilohy P a kazdé pripustné teseniy
tlohy D plati c"x < b'y.

Véta 2 (Silnd véta o dualité). Pro dlohy P a D nastane prdvé jedna z ndsledujicich étyr moznosti:
(a) Ani P ani D nemd pripustné resent.

(b) Uloha P je neomezend a D nemd pripustné resent.

(c) Uloha P nemd pripustné feseni a D je neomezend.

(d) Ulohy P i D maji pripustné veseni. Pak maji i optimdini feseni x* a y* a plati c'x* = b y*.

Dudlni linedrni programy muzeme uvazit i pro linearni programy v obecném tvaru, stac¢i po-
stupovat podle nasledujici tabulky. Postup funguje zleva doprava i zprava doleva.

Primaéarni dloha

Duélni dloha

Proménné x = (x1,...,Ty) v=W1- - Ym)
Matice A e Rmxm AT e RPX™
Prava strana beR™ ceR”
Ucelové funkce maxc'x minb 'y
Podminky i-t4 podminka méa < y; >0
> i <0
= yi €R
z; >0 j-t4 podminka ma >
z; <0 <
z; €R =

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/



http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Priklad 1. Sestrojte dudlni dlohu k linedrni relazaci wulohy Nalezeni minimalniho vrcholového
pokryti ve vdZeném grafu G = (V,E,w), kde w: V. — RT. Pro pripomenuti, tato relazace vypadd
ndsledovné:

Proménné: x, >0 pro kazdé v eV

Uéelovd funkce:  min Z w(V) Ty
veV
Podminky : x, + x, > 1 pro kazdé {u,v} € E

Jaky problém tesi dudini wloha pro jednotkové vahy?

Sit je usporadand ctvefice (G, 2, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli E C VXV, z a
s jsou dva rtizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R{ je funkce ohodnocujici
hrany. Tok v siti je kazdd funkce f: E — R spliujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a

Z f(u, U) = Z f(v7u)

v:(u,v)EE vi(v,u)€E

pro kazdy vrchol w € V mimo stok a zdroj. Velikost toku je

w(f)= > flzv)= > flv2)

vi(z,v)EE v:(v,z)EE

Rezem v siti je mnozina R hran vedoucich z mnoziny vrcholit Z do mnoziny vrcholit S = V' \ S,
kde z € Z a s € S. Kapacitou Tezu R je ) . c(e).

Priklad 2. Uvazme ndsledujici wlohu linedrniho programovdni pro problém Nalezeni maximalniho
toku v siti (G = (V,E), z,s,¢):

Proménné: x. >0 pro kazZdé e € E
Uéelovd funkce: maxxs .
Podminky : Z Ty — Z Tyu =0 pro kazdé v e 'V
u:(u,v)EE u:(v,u)EE
xe < c(e) pro kazdé e € E

(V tomto programu jsme pridali hranu (s,z) ,nekoneéné® velké kapacity, ¢imz tok cirkuluje a

program se tak zjednodusi uwvedenim podminek Kirchhoffovgch zdkoni i pro zdroj a stok).
Sestrojte dudl této dlohy a (*) nahlédnéte, zZe odpovidd relazaci ilohy Nalezeni fezu minimaln{

kapacity v siti.

Priklad 3. (a) Uvazle ndsledujici linedrni program pro neorientovany graf G = (V,E) a jeho
vrcholy s a t:

Proménné: x, >0 pro kazdé v eV

Uéelovd funkce: maxx;
Podminky: xs=0

Ty — Xy < 1 pro kazdé {u,v} € E

Ty — Ty < 1 pro kazdé {u,v} € E

Nahlédnete, Ze tesi ulohu Nalezeni délky nejkratsi cesty mezi vrcholy s at v G. V ucelové
funkci je skuteéné mazimum, i kdyz chceme nalézt nejkratsi cestu.

(b) Zkonstruugte dudl k predeslé iloze.
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