Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 2. cvi¢eni*

25. tinora 2020

1 Celociselné linearni programy

7 minula vime, Ze spousta problému se d4 naformulovat jako tloha linearniho programovani a poté
lze efektivné fesit. Dnes si ukdzeme, ze vyzadujeme-li celo¢iselnd feseni (coz je mnohdy pfirozeny
pozadavek), pak obecné piijdeme o efektivni FeSeni, protoze lze podobné naformulovat spoustu NP-
tézkych problému. Existuji ovSem problémy, pro které je vzdy néjaké optimalni feSeni celociselné.

Mgjme matici A € R™*™ a vektory b € R™, ¢ € R™. Potom tlohou celociselného (linedrniho)
programovdni je nasledujici optimaliza¢ni tloha

max ¢ ' x za podminek Ax < b pro x € Z".

U tlohy bindrniho (linedrniho) programovdni vyzadujeme podminku x € {0, 1}" a u tlohy smiSeného
(linedrniho) programovdni jsou nékteré proménné redlné a nékteré celociselné.

Piiklad 1. Pro zadanou matici A € R™*"™ q vektory b € R™ a ¢ € R"™ wvazujme prislusny
celociselnyy program a linedrni program:

maxc ' x za podminek Ax < b pro x € Z", (CP)

maxc' X za podminek Ax <b pro x € R"™. (LP)

Predpoklddejme, Ze oba programy jsou resitelné a maji optimdlni feseni X&p a X} p. DokaZte, Ze
plati nerovnost CTX*CP < CTXEP.

Priklad 2. Zformulujte Problém batohu pomoci celocisleného linedrniho programovani. Tedy pro
n predmétu, kde i-ty md néjakou vihu v; a cenu ¢;, mdme batoh s danou nosnosti V- a my se do
néj snazime naskladat predméty tak, abychom maximalizovali celkovou cenu predméti v batohu.

Priklad 3. V Kocourkové je n pekdren a m obchodu. Kazdy den i-td pekdrna upecée p; € N rohliki
a j-ty obchod prodd o; € N rohliki, kde >, p; = Z;nzl 0j. Prevoz jednoho rohliku z i-té¢ pekdrny
do j-tého obchodu stoji c;; korun.

(a) Zfromulugte celociselnou lohu LP, kterd nalezne takovou distribuci rohliki, aby se kazdd
pekdrna zbavila vSech rohliku, kazdij obchod ziskal pravé potrebny pocet rohliki a celkové ndklady
na prevoz byly minimdlnd.

(b) Praze v Kocourkové ukdzala, Ze kdyZz i-td pekdrna zdsobuje j-t§ obchod, tak musi pro tuto
trasu zagistit logistiku, kterd je stoji l;;. Logistiku l;; > 0 je nutné platit pouze tehdy, kdyz
i-td pekdrna zdsobuje j-ty obchod nenulovgm poctem rohliki, a jeji cena nezavisi na poctu
prevaZengch rohliki. I naddle je nutné platit prepravné c;;. Zformulujte prislusnou dlohu LP.

Piiklad 4. Student Maxim Dokonaly dostal na cviceni zadany ikol: , Navrhnéte celociselnij pro-
gram pro Problém obchodniho cestujictho, ¢ili pro dany ohodnoceny meorientovany graf G =
(V,E, f), kde f: E — RJ, chceme najit Hamiltonovskou kruznici v G s nejmensim ohodnocenim. “

Mazim navrhuje toto teseni: ,Pro kaZdou hranu e € E zavedeme proménnou z. € {0,1},
ticelovou funkci bude min)_ . f(e)z. a zavedeme podminky T, = 2 pro kazdy vrchol
ueV.”

Funguje reseni Maxima? Pokud ano, zduvodnéte, pokud ne, zduvodnéte, pro¢ nefunguje, a jesté
vymyslete lepst.

ecE: uce

Piiklad 5. Pro Problém 3-obarvitelnosti grafu, neboli pro problém rozhodnout, zda lze vrcholy
zadaného grafu G koretné obarvit tremi barvami, vymyslete vhodny celociselny linedrni program.
Program by mél pouze otestovat, zda je G 3-obarvitelny.

(*) Jak by mohla vypadat celociselnd dloha LP, kterd spocitd barevnost grafu G, neboli nalezne
manimdlni k takové, Ze vrcholy G lze korekiné obarvit k barvami?

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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