
Lineárńı algebra 2

Martin Balko

9. p̌rednáška
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Vlastńı č́ısla

Zdroj: https://en.wikipedia.org



Jordanova normálńı forma: p̌ŕıklad

• Obě matice A i B maj́ı vlastńı č́ısla 5, 5, 7, 7, 7.

• Matice A má Jordanovy buňky J1(5), J1(5), J3(7).

• Matice B má Jordanovy buňky J2(5), J2(7), J1(7).
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Jordanova normálńı forma

• Každá matice A ∈ Cn×n je podobná matici v Jordanově normálńı formě,
která je až na pǒrad́ı buněk určena jednoznačně.

Obrázek: Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922).

Zdroje: https://www.geni.com/ a http://en.wikipedia.org

• Větu o normálńı formě zformuloval Camille Jordan v roce 1870.
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Spektrálńı rozklad symetrické matice: p̌ŕıklad

• Matice

A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


má vlastńı č́ısla λ1 = λ2 = 0 a λ3 = 3 s p̌ŕıslušnými vlastńımi vektory
v1 = (1,−1, 0)>, v2 = (0, 1,−1)> a v3 = (1, 1, 1)>.
• Spektrálńım rozkladem A je A = SΛS−1, kde

S =

 1 0 1
−1 1 1
0 −1 1

 a Λ =

0 0 0
0 0 0
0 0 3

 .

• Je ťreba zortogonalizovat a znormovat Gramovou–Schmidtovou
ortogonalizaćı vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı stejnému vlastńımu č́ıslu.
• Dostaneme spektrálńı rozklad A = QΛQ>, kde Q je ortogonálńı matice
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Q =


√
2
2

√
6
3

√
3
3

−
√
2

2
−
√
6

6

√
3
3

0 −
√
6

6

√
3
3

 .
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Q =


√
2
2

√
6
3

√
3
3

−
√
2

2
−
√
6

6

√
3
3

0 −
√
6

6

√
3
3

 .
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Mocninná metoda: p̌ŕıklad

• Matice

A =

2 4 2
4 2 2
2 2 −1


má vlastńı č́ısla λ1 = 7 a λ2 = λ3 = −2 s p̌ŕıslušnými vlastńımi vektory
v1 = (1, 1, 1

2
)>, v2 = (−1, 0, 2)> a v3 = (−1, 1, 0)>.

• Př́ıklad výpočtu s x0 = (1, 0, 1)>:

i xi
‖xi‖∞

x>i−1yi

0 (1.00, 0.00, 1.00)> -
1 (0.67, 1.00, 0.17)> 5
2 (1.00, 0.88, 0.56)> 6.32
3 (0.97, 1.00, 0.47)> 6.94
4 (1.00, 1.00, 0.50)> 7
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Aplikace: Google PageRank

• Na vlastńıch č́ıslech je založen algoritmus PageRank použ́ıvaný
vyhledávačem Google k mě̌reńı důležitosti webových stránek.

Zdroj: https://en.wikipedia.org/
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Aplikace: Google PageRank

• Mějme webovou śıt’ s parametry N = počet stránek, ai ,j ∈ {0, 1}, kde
ai ,j = 1⇔ j-tá stránka odkazuje na i -tou, bj = počet odkaz̊u z j-té
stránky. Chceme spoč́ıtat důležitost xi i -té stránky.

• Důležitost i -té stránky je úměrná součtu důležitosti stránek na ni
odkazuj́ıćıch. Tedy xi =

∑N
j=1

ai,j
bj
xj . Maticově A′x = x , kde A′i ,j =

ai,j
bj

.

• Tedy x je vlastńım vektorem matice A′ p̌ŕıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu 1.

• Matice A′ má 1 jako nejvěťśı vlastńı č́ıslo a jeho vlastńı vektor x je
nezáporný. Znormujeme ho, aby x ∈ [0, 10]N .

• Matice A′ je velká (N ∼ 1010) a ř́ıdká ⇒ na výpočet x se hod́ı
mocninná metoda.

• Př́ıklady hodnot (2010):

◦ https://www.google.com: 10
◦ https://cuni.cz: 8
◦ https://www.mff.cuni.cz: 7
◦ https://www.kam.mff.cuni.cz: 6
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ai ,j = 1⇔ j-tá stránka odkazuje na i -tou, bj = počet odkaz̊u z j-té
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mocninná metoda.
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nezáporný. Znormujeme ho, aby x ∈ [0, 10]N .
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• Tedy x je vlastńım vektorem matice A′ p̌ŕıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu 1.

• Matice A′ má 1 jako nejvěťśı vlastńı č́ıslo a jeho vlastńı vektor x je
nezáporný. Znormujeme ho, aby x ∈ [0, 10]N .

• Matice A′ je velká (N ∼ 1010) a ř́ıdká ⇒ na výpočet x se hod́ı
mocninná metoda.

• Př́ıklady hodnot (2010):

◦ https://www.google.com: 10
◦ https://cuni.cz: 8
◦ https://www.mff.cuni.cz: 7
◦ https://www.kam.mff.cuni.cz: 6
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