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Vlastńı č́ısla

Zdroj: https://en.wikipedia.org



Připomenut́ı z minula

• Č́ıslo λ ∈ C je vlastńım č́ıslem matice A ∈ Cn×n s vlastńım vektorem
x ∈ Cn \ {o}, pokud Ax = λx .

Věta 7.1 (Charakterizace vlastńıch č́ısel a vektor̊u)

Pro matici A ∈ Cn×n plat́ı

◦ λ ∈ C je vlastńım č́ıslem A ⇔ det(A− λIn) = 0,

◦ x ∈ Cn je vlastńım vektorem p̌ŕıslušným k λ ⇔ o 6= x ∈ Ker(A− λIn).

• Tedy vlastńı č́ısla jsou kǒreny charakteristického polynomu
pA(λ) = det(A− λIn) a je jich právě n (s násobnostmi).

• Výpočet vlastńıch č́ısel tedy jde p̌revést na výpočet kǒrenů polynomu.

• Převod funguje i na druhou stranu.
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x ∈ Cn \ {o}, pokud Ax = λx .
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Věta 7.1 (Charakterizace vlastńıch č́ısel a vektor̊u)
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Pro matici A ∈ Cn×n plat́ı
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• Převod funguje i na druhou stranu.



Matice společnice

• Matice společnice polynomu p(x) = xn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x + α0 je

matićı C (p) ∈ Cn×n, kde

C (p) =


0 . . . . . . 0 −α0

1
. . . 0 −α1

0
. . . . . .

... −α2
...

. . . . . . 0
...

0 . . . 0 1 −αn−1


Věta 7.4 (O matici společnici)

Pro charakteristický polynom matice C (p) plat́ı pC(p)(λ) = (−1)np(λ).

• Tedy vlastńı č́ısla matice C (p) odpov́ıdaj́ı kǒrenům polynomu p(λ).

• Výpočet kǒrenů polynomu tedy jde p̌revést na výpočet vlastńıch č́ısel.
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Pro charakteristický polynom matice C (p) plat́ı pC(p)(λ) = (−1)np(λ).
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Věta 7.4 (O matici společnici)
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matićı C (p) ∈ Cn×n, kde

C (p) =


0 . . . . . . 0 −α0

1
. . . 0 −α1

0
. . . . . .

... −α2
...

. . . . . . 0
...

0 . . . 0 1 −αn−1


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Cayleyho–Hamiltonova věta

• Př́ıklad polynomiálńı matice a maticového polynomu:(
λ2 − λ 2λ− 3

7 5λ2 − 4

)
= λ2

(
1 0
0 5

)
+ λ

(
−1 2
0 0

)
+

(
0 −3
7 −4

)
• Pro A ∈ Cn×n plat́ı pA(A) = 0.

Obrázek: Arthur Cayley (1821–1895) a William Rowan Hamilton (1805–1865).

Zdroje: http://math-physics-problems.wikia.org a http://en.wikipedia.org

• Cayley objevil tuto identitu v roce 1858 a Hamilton v roce 1853, oba
pouze pro řád 3. Na vyš̌śı řády ji zobecnil až Frobenius v roce 1878.
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pouze pro řád 3. Na vyš̌śı řády ji zobecnil až Frobenius v roce 1878.



Cayleyho–Hamiltonova věta
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Geometrická interpretace diagonalizace

• Vlastńı vektor = invariantńı směr p̌ri zobrazeńı f (x) = Ax ,
Vlastńı č́ıslo = škálováńı v tomto směru.

• Je-li S matićı p̌rechodu k nové bázi, pak

SAS−1 = B′[id ]B · B [f ]B · B [id ]B′ = B′[f ]B′

je matićı zobrazeńı f vzhledem k nové bázi.

• Diagonalizovatelnost je hledáńı vhodné báze B ′, aby matice B′[f ]B′ byla
diagonálńı a tak jednoduše popisovala chováńı f .

• Podobnost znamená změnu báze, ale neměńı lineárńı zobrazeńı f , takže
vlastńı č́ısla muśı z̊ustat stejná.
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Geometrická interpretace diagonalizace: p̌ŕıklad

• Matice A = ( 3 1
1 3 ) má vlastńı č́ısla λ1 = 4 a λ2 = 2 s vlastńımi vektory

x1 = (1, 1)> a x2 = (−1, 1)>.

• Diagonalizace má tvar A = SΛS−1 = ( 1 −1
1 1 ) ( 4 0

0 2 )
(

1/2 1/2
−1/2 1/2

)
.

• Je-li matice zobrazeńı diagonálńı, pak zobrazeńı p̌redstavuje jen
škálováńı ve směrech vlastńıch vektor̊u.

y

xo

e2

e1
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Geometrická interpretace diagonalizace: p̌ŕıklad
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Obrázek: Matice Google pro anglickou Wikipedii

Zdroj: Ermann: Google matrix analysis of directed networks

Děkuji za pozornost.
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