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Motivace

• V́ıme, že matice A ∈ Rn×n odpov́ıdaj́ı lineárńım zobrazeńım
f : Rn → Rn.

• Nap̌ŕıklad následuj́ıćı zobrazeńı roztáhnut́ı je určené matićı A =
(

5/2 0
0 1

)
.

Zdroj: M. Hlad́ık: Lineárńı algebra (nejen) pro informatiky (vybarveno)



Motivace

• V́ıme, že matice A ∈ Rn×n odpov́ıdaj́ı lineárńım zobrazeńım
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(

5/2 0
0 1

)
.
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Motivace

• Některá zobrazeńı f : Rn → Rn neměńı délky a ani úhly.

• Nap̌ŕıklad zrcadleńı určené matićı A = ( −1 0
0 1 ).
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0 1 ).
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Motivace

• Nebo rotace o úhel ϕ určená matićı A =
(

cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
.

Zdroj: M. Hlad́ık: Lineárńı algebra (nejen) pro informatiky (vybarveno)

• Jaká matice odpov́ıdaj́ı takovým zobrazeńım? Ortogonálńı!
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Ortogonálńı matice

• Matice Q ∈ Rn×n je ortogonálńı, pokud Q>Q = In.

• Definici jsme mohli zavést mnoha způsoby.

Tvrzeńı 4.1 (Charakterizace ortogonálńıch matic)

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı pro každou Q ∈ Rn×n:

◦ Q je ortogonálńı,

◦ Q je regulárńı a Q−1 = Q>,

◦ QQ> = In,

◦ Q> je ortogonálńı,

◦ Q−1 existuje a je ortogonálńı,

◦ sloupce Q tvǒŕı ortonormálńı bázi Rn,

◦ řádky Q tvǒŕı ortonormálńı bázi Rn.

Důkaz (náčrt): Je-li Q ortogonálńı, pak Q>Q = In a tedy Q−1 = Q> a
podobně naopak. Z inverze máme i QQ> = In, neboli (Q>)>Q> = In a
Q> je tak ortogonálńı.
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Tvrzeńı 4.1 (Charakterizace ortogonálńıch matic)
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◦ QQ> = In,

◦ Q> je ortogonálńı,
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◦ Q je regulárńı a Q−1 = Q>,
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Ortogonálńı matice
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podobně naopak. Z inverze máme i QQ> = In, neboli (Q>)>Q> = In a
Q> je tak ortogonálńı.
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• Definici jsme mohli zavést mnoha způsoby.
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Důkaz (náčrt):
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Z inverze máme i QQ> = In, neboli (Q>)>Q> = In a
Q> je tak ortogonálńı.
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◦ Q je ortogonálńı,
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Důkaz (náčrt): Je-li Q ortogonálńı, pak Q>Q = In a tedy Q−1 = Q> a
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Ortogonálńı matice a součin

• Přesto se ř́ıká
”
ortogonálńı matice“ ḿısto

”
ortonormálńı matice“.

• Matice Q ∈ Cn×n je unitárńı, pokud Q>Q = In. Budeme ale pracovat
jen s ortogonálńımi.

• Ortogonálnost matic se zachovává p̌ri součinu. Neboli jsou-li
Q1,Q2 ∈ Rn×n ortogonálńı, pak je ortogonálńı i Q1Q2.

◦ To proto, že

(Q1Q2)>Q1Q2 = Q>2 Q>1 Q1Q2 = Q>2 Q2 = In.
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Q1,Q2 ∈ Rn×n ortogonálńı, pak je ortogonálńı i Q1Q2.

◦ To proto, že

(Q1Q2)>Q1Q2 = Q>2 Q>1 Q1Q2 = Q>2 Q2 = In.
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”
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ortonormálńı matice“.
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Př́ıklad: Householderova matice

• Pro nenulové a ∈ Rn se jedná o matici H(a) = In − 2 aa>

a>a
.

• Odpov́ıdá zrcadleńı podle nadroviny s normálou a.

• Plat́ı, že každá ortogonálńı matice řádu n se dá rozložit na součin
nanejvýš n Householderových matic (složeńı nanejvýš n zrcadleńı).

• Je-li x ′ projekćı x na span{a}, pak otočeńı x dle span{a} je

x + 2(x ′ − x) = 2x ′ − x = 2a(a>a)−1a>x − x =

(
2
aa>

a>a
− In

)
x .

Potom výsledný vektor
(
In − 2 aa>

a>a
aa>
)
x je p̌reklopeńım podle o.
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nanejvýš n Householderových matic (složeńı nanejvýš n zrcadleńı).
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• Je-li x ′ projekćı x na span{a}, pak otočeńı x dle span{a} je
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• Odpov́ıdá zrcadleńı podle nadroviny s normálou a.

• Plat́ı, že každá ortogonálńı matice řádu n se dá rozložit na součin
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(
In − 2 aa>

a>a
aa>
)
x je p̌reklopeńım podle o.
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x

x′

2x′ − x

o

x

2x′ − x

o

a
a

H(a) · x



Př́ıklad: Givensova matice

• Pro n ≥ 2, i , j ∈ {1, . . . , n} a c , s, kde c2 + s2 = 1, se jedná o matici

Gi ,j(c , s) =


I

c −s
I

s c
I

 .

• Odpov́ıdá otočeńı o úhel ϕ v rovině os xi , xj .

• V rovině je to matice
(

cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
.

• Plat́ı, že každá ortogonálńı matice řádu n se dá rozložit na součin
nanejvýš

(
n
2

)
Givensových matic a nejv́ıc jedné diagonálńı matice s ±1

na diagonále (složeńı nanejvýš n otočeńı a p̌ŕıpadně jednoho zrcadleńı).
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Householderovy a Givensovy matice

• Jsou v jistém smyslu základńımi stavebńımi kameny ortogonálńıch
matic.

Obrázek: Alston Scott Householder (1904–1993) a James Wallace Givens,
Jr. (1910–1993).

Zdroje: https://en.wikipedia.org a https://www.siam.org/
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Ortogonálńı matice a zobrazeńı

• Ortogonálńı matice odpov́ıdaj́ı zobrazeńım, které neměńı délky ani úhly.

Věta 4.2

Ortogonálńı matice Q ∈ Rn×n splňuje:

◦ 〈Qx ,Qy〉 = 〈x , y〉 pro každé x , y ∈ Rn,

◦ ‖Qx‖ = ‖x‖ pro každé x ∈ Rn,

◦ |Qi ,j | ≤ 1 a |Q−1
i ,j | ≤ 1 pro každé i , j = 1, . . . , n.

Důkaz:
◦ 〈Qx ,Qy〉 = (Qx)>Qy = x>Q>Qy = x>y = 〈x , y〉.
◦ ‖Qx‖ =

√
〈Qx ,Qx〉 =

√
〈x , x〉 = ‖x‖.

◦ Podle Tvrzeńı 4.1(6) je pro každé j = 1, . . . , n

1 = ‖Q∗,j‖2 =
n∑

i=1

Q2
i ,j

a tedy Q2
i ,j ≤ 1 a proto |Qi ,j | ≤ 1. Matice Q−1 je ortogonálńı, tak

pro ńı tvrzeńı plat́ı také.
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1 = ‖Q∗,j‖2 =
n∑

i=1

Q2
i ,j

a tedy Q2
i ,j ≤ 1 a proto |Qi ,j | ≤ 1. Matice Q−1 je ortogonálńı, tak
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◦ |Qi ,j | ≤ 1 a |Q−1
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1 = ‖Q∗,j‖2 =
n∑

i=1

Q2
i ,j

a tedy Q2
i ,j ≤ 1 a proto |Qi ,j | ≤ 1. Matice Q−1 je ortogonálńı, tak
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◦ ‖Qx‖ = ‖x‖ pro každé x ∈ Rn,
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i ,j | ≤ 1 pro každé i , j = 1, . . . , n.
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◦ 〈Qx ,Qy〉 = 〈x , y〉 pro každé x , y ∈ Rn,
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i ,j | ≤ 1 pro každé i , j = 1, . . . , n.
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pro ńı tvrzeńı plat́ı také.
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i ,j | ≤ 1 pro každé i , j = 1, . . . , n.
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Věta 4.2

Ortogonálńı matice Q ∈ Rn×n splňuje:
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◦ ‖Qx‖ = ‖x‖ pro každé x ∈ Rn,
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Ortogonálńı matice Q ∈ Rn×n splňuje:
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◦ ‖Qx‖ = ‖x‖ pro každé x ∈ Rn,
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Ortogonálńı matice a zobrazeńı

• To plat́ı i obráceně: matice zobrazeńı zachovávaj́ıćıho (libovolný)
skalárńı součin muśı být nutně ortogonálńı. Analogicky toto plat́ı i pro
indukovanou normu podle polarizačńı identity.

Věta 4.3

Necht’ U a V jsou vektorové prostory nad R s libovolným skalárńım
součinem a f : U → V je lineárńı zobrazeńı. Mějme ortonormálńı báze BU

pro U a BV pro V . Pak BV
[f ]BU

je ortogonálńı právě tehdy, když
〈f (x), f (y)〉 = 〈x , y〉 pro každé x , y ∈ U .

Důkaz (⇒): Už v́ıme, že 〈x , y〉 = [x ]>BU
· [y ]BU

a

〈f (x), f (y)〉 = [f (x)]>BV
· [f (y)]BV

= (BV
[f ]BU

· [x ]BU
)> · BV

[f ]BU
· [y ]BU

= [x ]>BU
· BV

[f ]>BU
· BV

[f ]BU
· [y ]BU

.

Tedy je-li BV
[f ]BU

ortogonálńı, pak 〈f (x), f (y)〉 = 〈x , y〉.
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〈f (x), f (y)〉 = 〈x , y〉 pro každé x , y ∈ U .
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Necht’ U a V jsou vektorové prostory nad R s libovolným skalárńım
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Důkaz (⇐):

Pokud 〈f (x), f (y)〉 = 〈x , y〉 pro každé x , y ∈ U , pak tato rovnost plat́ı
speciálně pro vektory, jejichž soǔradnicemi jsou jednotkové vektory.

Jsou-li x a y i -tý a j-tý vektor BU , pak [x ]BU
= ei a [y ]BU

= ej .

Po složkách pak dostaneme In = BV
[f ]>BU

· BV
[f ]BU

, protože

(In)i ,j = e>i ej = [x ]>BU
· [y ]BU

= 〈x , y〉 = 〈f (x), f (y)〉
= [x ]>BU

· BV
[f ]>BU
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Jsou-li x a y i -tý a j-tý vektor BU , pak [x ]BU
= ei a [y ]BU

= ej .
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Daľśı aplikace věty o projekci. Slouž́ı nap̌r. k prokládáńı dat p̌ŕımkou.

• Mějme soustavu Ax = b, která nemá řešeńı. Chceme aspoň nějakou
aproximaci: vektor x tak, aby Ax a b byly co nejbĺıže. Neboli

min
x∈Rn
‖Ax − b‖2

2 = min
x∈Rn

n∑
j=1

(Aj∗x − bj)
2.

• Proto metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

Věta 4.4

Pro A ∈ Rm×n a b ∈ Rm je množina řešeńı soustavy Ax = b metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u neprázdná a rovná množině řešeńı soustavy
A>Ax = A>b.

Důkaz: Chceme projekci vektoru b do S(A) tvaru Ax . Podle Věty 3.1 je
Ax projekćı právě tehdy, když Ax − b ∈ S(A)⊥ = Ker(A>). Tedy muśı
platit A>(Ax − b) = 0, neboli A>Ax = A>b. Tato soustava má řešeńı,
protože pojekce muśı existovat.

• Je-li rank(A) = n, pak je A>A regulárńı a řešeńı je právě jedno.
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min
x∈Rn
‖Ax − b‖2

2 = min
x∈Rn

n∑
j=1

(Aj∗x − bj)
2.

• Proto metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
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aproximaci: vektor x tak, aby Ax a b byly co nejbĺıže. Neboli
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• Mějme soustavu Ax = b, která nemá řešeńı. Chceme aspoň nějakou
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
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j=1

(Aj∗x − bj)
2.

• Proto metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

Věta 4.4

Pro A ∈ Rm×n a b ∈ Rm je množina řešeńı soustavy Ax = b metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u neprázdná a rovná množině řešeńı soustavy
A>Ax = A>b.

Důkaz: Chceme projekci vektoru b do S(A) tvaru Ax . Podle Věty 3.1 je
Ax projekćı právě tehdy, když Ax − b ∈ S(A)⊥ = Ker(A>). Tedy muśı
platit A>(Ax − b) = 0, neboli A>Ax = A>b. Tato soustava má řešeńı,
protože pojekce muśı existovat.

• Je-li rank(A) = n, pak je A>A regulárńı a řešeńı je právě jedno.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: aplikace

• Řada aplikaćı nap̌ŕıč obory.
• Lineárńı regrese: metoda pro proložeńı bodů v grafu (dat) p̌ŕımkou.
• Za každý bod (xi , yi) máme pro p̌ŕımku {(x , y) ∈ R2 : y = ax + b}

rovnost yi = axi + b s proměnnými a, b.

Zdroj: https://cs.wikipedia.org/
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