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Pozitivně (semi-)definitńı matice
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Pozitivně (semi-)definitńı matice: p̌ŕıklady

• Matice In je pozitivně definitńı a 0n je pozitivně semidefinitńı.

• Matice

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


je pozitivně definitńı, protože pro každé x> = (a, b, c) 6= o máme
x>Ax = a2 + (a − b)2 + (b − c)2 + c2 > 0.

• Matice

B =

(
1 2
2 1

)
neńı pozitivně semidefinitńı, protože pro y> = (−1, 1) máme
y>By = −2 < 0.
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Pozitivně definitńı matice: interpretace

• Pozitivně definitńı matice A by měly odpov́ıdat kladným č́ısl̊um.

• Kladné č́ıslo a ∈ R p̌ri násobeńı č́ıslem b ∈ R neměńı znaménko b,
neboli

”
a nep̌revraćı b“.

• Výraz x>Ax znač́ı skalárńı součin x 6= o se svým obrazem Ax .

• Pro každé y , z ∈ R2 je y>z = |y ||z | cos(Θ) kladné právě tehdy, když
−π/2 < Θ < π/2, neboli úhel mezi y a z je ostrý.
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• Protože x>Ax > 0, tak je úhel mezi x a Ax je v (−π/2, π/2) a
zobrazeńı určené matićı A tedy vektory nep̌revraćı.

• Matice A se tedy
”
chová jako kladné č́ıslo“.
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• Výraz x>Ax znač́ı skalárńı součin x 6= o se svým obrazem Ax .
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Rekurentńı vzoreček: p̌ŕıklad

• Otestujeme, zda je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı:

A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .

• Máme α = 4, a> = (−2, 4) a A = ( 10 1
1 6 ). Protože α > 0, tak uprav́ıme

A− aa>

α
=

(
10 1
1 6

)
− ( −24 ) (−2, 4)

4
=

(
9 3
3 2

)
.

• V daľśı iteraci je α′ = 9, a′ = (3) a A
′

= (2) a

A
′ − a′a′>

α′
= (2)− (3)(3)

9
= (1).

• Matice (1) je pozitivně definitńı a tedy i A je pozitivně definitńı.
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• V daľśı iteraci je α′ = 9, a′ = (3) a A
′

= (2) a

A
′ − a′a′>

α′
= (2)− (3)(3)

9
= (1).
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Testováńı pomoćı Gaussovy eliminace: p̌ŕıklad

• Otestujeme, zda je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı:

A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .

• Převod pomoćı Gaussovy eliminace, kde použ́ıváme pouze p̌ričteńı
násobku řádku s pivotem k jinému řádku dává: 4 −2 4

−2 10 1
4 1 6

 .

Prvky na diagonále jsou kladné, tedy A je pozitivně definitńı.
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A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .

• Převod pomoćı Gaussovy eliminace, kde použ́ıváme pouze p̌ričteńı
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Testováńı pomoćı Gaussovy eliminace: p̌ŕıklad
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A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .

• Převod pomoćı Gaussovy eliminace, kde použ́ıváme pouze p̌ričteńı
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Sylvesterovo kritérium

• Symetrická matice A ∈ Rn×n je positivně definitńı právě tehdy, když
determinanty všech hlavńıch vedoućıch podmatic jsou kladné.

Obrázek: James Joseph Sylvester (1814–1897).

Zdroje: https://www.sapaviva.com/ a https://psychometroscar.com/

• Sylvester vynalezl mnohé názvoslosv́ı:
”
matrix“ pro matice,

”
graf“ z

teorie graf̊u či
”
diskriminant“.
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Sylvesterovo kritérium: p̌ŕıklad

• Otestujeme, zda je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı:

A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .

• Ově̌rme kladnost determinant̊u hlavńıch vedoućıch podmatic A1,A2,A3:

det(A1) = det(4) = 4,

det(A2) = det

(
4 −2
−2 10

)
= 36,

det(A3) = det

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 = 36.

• Determinanty jsou kladné, tedy A je pozitivně definitńı.
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A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .
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Sylvesterovo kritérium: p̌ŕıklad

• Otestujeme, zda je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı:

A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 .

• Ově̌rme kladnost determinant̊u hlavńıch vedoućıch podmatic A1,A2,A3:

det(A1) = det(4) = 4,

det(A2) = det

(
4 −2
−2 10

)
= 36,

det(A3) = det

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 = 36.

• Determinanty jsou kladné, tedy A je pozitivně definitńı.



Zdroj: https://www.ias.edu/

• Po p̌ŕı̌st́ı p̌rednášce bude následovat p̌rednáška prof. Kučery o metodě
konjugovaných gradient̊u s ukázkami www.algovision.org

Děkuji za pozornost.
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