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Maticové prostory

Skloub́ıme teorii matic s teoríı vektorových prostor̊u.

Pro matici A ∈ Tm×n zavedeme následuj́ıćı prostory:

sloupcový prostor S(A) = span{A∗1, . . . ,A∗n},
řádkový prostor R(A) = span{A1∗, . . . ,Am∗} = S(A>),

jádro Ker(A) = {x ∈ Tn : Ax = o}.

Z definice je sloupcový prostor podprostorem Tm a podobně řádkový
prostor je podprostorem Tn.

Ukážeme, že jádro je podprostorem Tn:

o ∈ Ker(A), protože Ao = o,
Uzav̌renost na součty: pro x , y ∈ Ker(A) plat́ı Ax ,Ay = o a tedy
A(x + y) = Ax + Ay = o + o = o. Takže x + y ∈ Ker(A).
Uzav̌renost na násobky: pro x ∈ Ker(A) plat́ı Ax = o a tedy pro
každé α ∈ T plat́ı A(αx) = α(Ax) = αo = o. Takže αx ∈ Ker(A).
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prostor je podprostorem Tn.
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Uzav̌renost na součty: pro x , y ∈ Ker(A) plat́ı Ax ,Ay = o a tedy
A(x + y) = Ax + Ay = o + o = o. Takže x + y ∈ Ker(A).
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Př́ıklady maticových prostor̊u

Mějme reálnou matici

A =

(
1 1 1
0 1 0

)
.

Sloupcovým prostorem je S(A) = span{(1, 0)>, (1, 1)>, (1, 0)>} = R2.

Řádkovým prostorem je R(A) = span{(1, 1, 1)>, (0, 1, 0)>}.

Jádrem je Ker(A) = {(x , 0,−x) : x ∈ R} = span{(1, 0,−1)>}.
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Základńı vlastnosti maticových prostor̊u

Protože lineárńı obal je množinou lineárńıch kombinaćı, tak dostáváme:

Tvrzeńı

Pro A ∈ Tm×n plat́ı

S(A) = {Ax : x ∈ Tn} a R(A) = {A>y : y ∈ Tm}.

Důkaz: Plyne z toho, že Ax =
∑n

j=1 xjA∗j je lineárńı kombinaćı sloupc̊u

matice A a A>y =
∑m

i=1 A
>
i∗yi je lineárńı kombinaćı řádk̊u matice A.

Každý vektorový podprostor prostoru Tn lze reprezentovat maticově.

Tvrzeńı

Pro V b Tn existuj́ı matice A ∈ Tn×m a B ,C ∈ Tm×n takové, že

V = S(A) a V = R(B) a V = Ker(C ).

Důkaz: Stač́ı, aby generátory v1, . . . , vm podprostoru V tvǒrily sloupce A
a řádky B . Tvrzeńı o jádru si dokážeme později.
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Tvrzeńı
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Základńı vlastnosti maticových prostor̊u
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Pro V b Tn existuj́ı matice A ∈ Tn×m a B ,C ∈ Tm×n takové, že
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Základńı vlastnosti maticových prostor̊u
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Základńı vlastnosti maticových prostor̊u
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Důkaz: Plyne z toho, že Ax =
∑n

j=1 xjA∗j je lineárńı kombinaćı sloupc̊u

matice A a A>y =
∑m

i=1 A
>
i∗yi je lineárńı kombinaćı řádk̊u matice A.

Každý vektorový podprostor prostoru Tn lze reprezentovat maticově.
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Tvrzeńı
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Geometrický náhled na maticové prostory

Uvažme zobrazeńı f : Tn → Tm dané p̌redpisem f (x) = Ax .

Potom jádro Ker(A) je z definice tvǒrené vektory x s f (x) = o.

Sloupcový prostor S(A) pak tvǒŕı množinu všech obraz̊u p̌res f , neboli
množinu f (Tn).

Tn Tm

S(A)
Ker(A)

f

oo

Bude hrát roli později, až budeme prob́ırat lineárńı zobrazeńı.
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Řádkové prostory a násobeńı matićı zleva

Ukážeme, že po p̌renásobeńı matićı zleva dostaneme podprostor R(A).
Dává smysl: řádek matice QA je lineárńı kombinaćı řádk̊u matice A a
vybranými lineárńımi kombinacemi vygenerujeme jen podprostor.

Tvrzeńı 1

Pro matice A ∈ Tm×n a Q ∈ Tp×m plat́ı
1 R(QA) je podprostorem R(A) a
2 plat́ı-li A∗k =

∑
j 6=k αjA∗j pro nějaké k ∈ {1, . . . , } a nějaká αj ∈ T, pak

(QA)∗k =
∑

j 6=k αj(QA)∗j .

Důkaz:
1 Protože už v́ıme, že R(QA) je podprostorem prostoru Tn, tak stač́ı

ukázat R(QA) ⊆ R(A). Pro každé x ∈ R(QA) existuje y ∈ Tp

takové, že x = (QA)>y = A>Q>y = A>(Q>y) ∈ R(A).
2 Máme

(QA)∗k = QA∗k = Q

(∑
j 6=k

αjA∗j

)
=
∑
j 6=k

αjQA∗j =
∑
j 6=k

αj(QA)∗j .
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ukázat R(QA) ⊆ R(A). Pro každé x ∈ R(QA) existuje y ∈ Tp
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Ukážeme, že po p̌renásobeńı matićı zleva dostaneme podprostor R(A).
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takové, že x = (QA)>y = A>Q>y = A>(Q>y) ∈ R(A).
2 Máme
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vybranými lineárńımi kombinacemi vygenerujeme jen podprostor.

Tvrzeńı 1
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takové, že x = (QA)>y = A>Q>y = A>(Q>y) ∈ R(A).
2 Máme
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takové, že x = (QA)>y

= A>Q>y = A>(Q>y) ∈ R(A).
2 Máme
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vybranými lineárńımi kombinacemi vygenerujeme jen podprostor.

Tvrzeńı 1
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(QA)∗k =
∑

j 6=k αj(QA)∗j .
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Jak je to se sloupcovými prostory p̌ri násobeńı matićı zleva?

Sloupcové podprostory porovnávat ve smyslu části 1) nelze, protože
S(A) b Tm, zat́ımco S(QA) b Tp.

Nicméně podle části 2) je-li sloupec A∗i lineárně závislý na ostatńıch
sloupćıch matice A, pak je sloupec (QA)∗i lineárně závislý na ostatńıch
sloupćıch matice QA se stejnými koeficienty.

Geometrický náhled: Lineárńı zobrazeńı f : Tm → Tp dané p̌redpisem
f (x) = Qx zobrazuje sloupce matice A na sloupce matice QA, protože
plat́ı

QA =

 | |
QA1∗ · · · QA∗n
| |

 .

Tud́ıž f se aplikuje na všechny sloupce matice A a proto závislosti mezi
sloupci z̊ustanou zachovány i pro výslednou matici QA.
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Sloupcové podprostory porovnávat ve smyslu části 1) nelze, protože
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f (x) = Qx zobrazuje sloupce matice A na sloupce matice QA, protože
plat́ı

QA =

 | |
QA1∗ · · · QA∗n
| |

 .
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Př́ıklady násobeńı matićı zleva u sloupcových prostor̊u

Př́ıklad 1: druhý sloupec matice A je dvojnásobkem prvńıho a stejně je
tomu v matici QA:

QA =

(
1 2 −1
−2 1 1

)1 2 4
2 4 5
1 2 7

 =

(
4 8 7
1 2 4

)
.

Př́ıklad 2: ťret́ı sloupec matice A′ je součtem prvńıch dvou a stejně je
tomu v matici QA′:

QA′ =

(
1 2 −1
−2 1 1

)1 1 2
1 2 3
1 3 4

 =

(
2 2 4
0 3 3

)
.
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Řádkové prostory a násobeńı regulárńı matićı zleva

Pokud násob́ıme regulárńı matićı, pak dostaneme silněǰśı verzi Tvrzeńı 1.
Jako důsledek se po p̌renásobeńı regulárńı matićı zachovává také
lineárńı nezávislost.

Tvrzeńı 2

Pro matici A ∈ Tm×n a regulárńı matici Q ∈ Tm×m plat́ı
1 R(QA) =R(A) a
2 rovnost A∗k =

∑
j 6=k αjA∗j pro nějaká k ∈ {1, . . . , } a nějaká αj ∈ T

plat́ı právě tehdy, když plat́ı (QA)∗k =
∑

j 6=k αj(QA)∗j .

Důkaz:
1 Z Tvrzeńı 1 v́ıme, že R(QA) ⊆ R(A). Aplikujeme-li Tvrzeńı 1 ještě

na matici QA násobenou zleva matićı Q−1, tak dostaneme
R(A) = R(Q−1QA) ⊆ R(QA). Tedy R(QA) = R(A).

2 Implikaci zleva doprava máme z Tvrzeńı 1. Druhou implikaci
dostaneme z Tvrzeńı 1 použitého na matici QA vynásobenou zleva
matićı Q−1.
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Důkaz:
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Pro matici A ∈ Tm×n a regulárńı matici Q ∈ Tm×m plat́ı
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matićı Q−1.
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Pro matici A ∈ Tm×n a regulárńı matici Q ∈ Tm×m plat́ı
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Pro matici A ∈ Tm×n a regulárńı matici Q ∈ Tm×m plat́ı
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1 R(QA) =R(A) a
2 rovnost A∗k =

∑
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1 Z Tvrzeńı 1 v́ıme, že R(QA) ⊆ R(A). Aplikujeme-li Tvrzeńı 1 ještě
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1 R(QA) =R(A) a
2 rovnost A∗k =

∑
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Maticové prostory a RREF

Věta 1

Pro matici A ∈ Tm×n a jej́ı RREF tvar AR s pivoty na pozićıch (1, p1), . . . , (r , pr ),

kde r = rank(A), plat́ı

1 nenulové řádky matice AR (tedy vektory AR
1∗, . . . ,A

R
r∗) tvǒŕı bázi R(A),

2 sloupce A∗p1 , . . . ,A∗pr tvǒŕı bázi S(A) a
3 dimR(A) = dimS(A) = r .

Důkaz: Již v́ıme, že existuje regulárńı Q ∈ Tm×m taková, že AR = QA.
1 Podle Tvrzeńı 2 je R(A) = R(QA) = R(AR). Nenulové řádky AR

jsou lineárně nezávislé a tvǒŕı tak bázi R(AR) a tedy také R(A).
2 Sloupce AR

∗p1 , . . . ,A
R
∗pr jsou lineárně nezávislé a generuj́ı S(AR):

AR
∗j =

m∑
i=1

aRij ei =
r∑

i=1

aRij ei =
r∑

i=1

aRij A
R
∗pi .

Tvǒŕı tak bázi S(AR). Z Tvrzeńı 2 pak A∗p1 , . . . ,A∗pr je báźı S(A).
3 dimR(A) je velikost́ı báze R(A), tedy r podle 1). Podobně 2) dá

dimS(A) = r .



Maticové prostory a RREF
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r∗) tvǒŕı bázi R(A),

2 sloupce A∗p1 , . . . ,A∗pr tvǒŕı bázi S(A) a
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3 dimR(A) je velikost́ı báze R(A), tedy r podle 1). Podobně 2) dá
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Maticové prostory a RREF
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dimS(A) = r .
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Důkaz: Již v́ıme, že existuje regulárńı Q ∈ Tm×m taková, že AR = QA.
1 Podle Tvrzeńı 2 je R(A) = R(QA) = R(AR). Nenulové řádky AR

jsou lineárně nezávislé a tvǒŕı tak bázi R(AR)
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3 dimR(A) je velikost́ı báze R(A), tedy r podle 1). Podobně 2) dá
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Věta 1

Pro matici A ∈ Tm×n a jej́ı RREF tvar AR s pivoty na pozićıch (1, p1), . . . , (r , pr ),
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Důkaz: Již v́ıme, že existuje regulárńı Q ∈ Tm×m taková, že AR = QA.
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r∗) tvǒŕı bázi R(A),

2 sloupce A∗p1 , . . . ,A∗pr tvǒŕı bázi S(A) a
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2 Sloupce AR

∗p1 , . . . ,A
R
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dimS(A) = r .
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3 dimR(A) je velikost́ı báze R(A), tedy r podle 1). Podobně 2) dá
dimS(A) = r .
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Podobně 2) dá
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1 Podle Tvrzeńı 2 je R(A) = R(QA) = R(AR). Nenulové řádky AR
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Důsledky o hodnosti matice

Třet́ı část Věty 1 nám ř́ıká, že

rank(A) = dimR(A) = dimS(A) = dimR(A>) = rank(A>).

Důsledek

Pro každou matici A ∈ Tm×n plat́ı rank(A) = rank(A>).

Poznámka o řešitelnosti soustav rovnic: Soustava rovnic Ax = b je
řešitelná právě tehdy, když b je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A.
Neboli b ∈ S(A). Což nastává právě tehdy, když S(A) = S(A | b).
Věta 1 nám pak p̌ŕımo dává Frobeniovu větu.

Frobeniova věta

Soustava (A | b) má aspoň jedno řešeńı právě tehdy, když

rank(A) = rank(A | b).
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Důsledek
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Důsledek
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rank(A) = rank(A | b).
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rank(A) = rank(A | b).
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rank(A) = dimR(A) = dimS(A) = dimR(A>) = rank(A>).
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Poznámka o řešitelnosti soustav rovnic: Soustava rovnic Ax = b je
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i=1
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αiAvi =
n∑

i=k+1
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podle Věty 1 je rank(A) = dimS(A) = n − k .
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∑k

i=1(−βi)vi +
∑n

i=k+1 αivi = o a z lineárńı
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O dimenzi jádra a hodnosti matice
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Věta 2
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Přepsáńım máme
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podle Věty 1 je rank(A) = dimS(A) = n − k .
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y = Ax = A

(
n∑

i=1

αivi

)
=

n∑
i=1

αiAvi =
n∑

i=k+1

αi(Avi).
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Geometrický náhled na Větu 2

Uvažme zobrazeńı f : Tn → Tm dané p̌redpisem f (x) = Ax . Potom f
zobrazuje n-dimenzionálńı prostor Tn na r -dimenzionálńı prostor S(A),
kde r = rank(A).

Deficit n − r ≥ 0 je dimenźı jádra matice A a č́ım věťśı je jádro, t́ım je
menš́ı obraz p̌res f . Dimenze jádra tedy popisuje ḿıru

”
degenerace“

zobrazeńı. Dokonce máme popis této degenerace, protože Ker(A)
obsahuje právě ty vektory, které se zobraźı na o.

Př́ıklad výpočtu jádra matice: Mějme matici

A =

 2 4 4 4
−3 −4 2 0
5 7 −2 1

 ∼
1 0 −6 −4

0 1 4 3
0 0 0 0

 .

Potom jej́ı jádro má dimenzi 4− 2 = 2 a je tvǒrené řešeńımi soustavy
Ax = o. Ta jsou tvaru (6x3 + 4x4,−4x3 − 3x4, x3, x4)> pro x3, x4 ∈ R.

Neboli Ker(A) = {x3(6,−4, 1, 0)> + x4(4,−3, 0, 1)> : x3, x4 ∈ R}. Tedy
vektory (6,−4, 1, 0)>, (4,−3, 0, 1)> tvǒŕı bázi jádra.
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A =

 2 4 4 4
−3 −4 2 0
5 7 −2 1

 ∼
1 0 −6 −4

0 1 4 3
0 0 0 0

 .
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”
degenerace“

zobrazeńı.
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Ax = o. Ta jsou tvaru (6x3 + 4x4,−4x3 − 3x4, x3, x4)> pro x3, x4 ∈ R.

Neboli Ker(A) = {x3(6,−4, 1, 0)> + x4(4,−3, 0, 1)> : x3, x4 ∈ R}. Tedy
vektory (6,−4, 1, 0)>, (4,−3, 0, 1)> tvǒŕı bázi jádra.
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zobrazeńı. Dokonce máme popis této degenerace, protože Ker(A)
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”
degenerace“
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Rn → Rm
A

Rn Rm

o
o

xn

xr b

x = xr + xn

Axn = o

Ax = b

Axr = b

Ax = A(xr + xn) = Axr + Axn = Axr

R(A)

Ker(A) Ker(A>)

S(A)

dimR(A) = r dimS(A) = r

dimKer(A) = n− r dimKer(A>) = m− r



Náčrt aplikace: kódováńı a detekce chyb

Zdroj: https://en.wikipedia.org

V Hammingově kódu (7, 4, 3) jsme kódovali vstupy a délky 4 na výstupy
b = Ha délky 7 pomoćı generuj́ıćı matice H s rozměry 7× 4. Výstupy b
tak tvǒrily prostor S(H), který byl podprostorem Z7

2 dimenze 4.

Detekce chyb se dělala pomoćı kontrolńı matice D s rozměry 3× 4,
p̌ričemž, pokud nenastala chyba, pak Db = o. Matice D tedy muśı
zobrazovat vektory z S(H) na o a tedy Ker(D) = S(H). Aby D měla
jádro dimenze 4, tak podle Věty 2 muśı ḿıt hodnost 3 a proto stač́ı 3
lineárně nezávislé řádky.
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b = Ha délky 7 pomoćı generuj́ıćı matice H s rozměry 7× 4.

Výstupy b
tak tvǒrily prostor S(H), který byl podprostorem Z7

2 dimenze 4.

Detekce chyb se dělala pomoćı kontrolńı matice D s rozměry 3× 4,
p̌ričemž, pokud nenastala chyba, pak Db = o. Matice D tedy muśı
zobrazovat vektory z S(H) na o a tedy Ker(D) = S(H). Aby D měla
jádro dimenze 4, tak podle Věty 2 muśı ḿıt hodnost 3 a proto stač́ı 3
lineárně nezávislé řádky.
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Náčrt aplikace: Rozpoznáváńı obličej̊u

Zdroj: https://technologyreview.com

Digitálńı obraz reprezentujeme jako matici A ∈ Tm×n, kde aij je barvou
pixelu na pozici (i , j). Zjednodušeně: množina obrázk̊u s obličeji tvǒŕı
podprostor prostoru Rm×n a báźı tohoto prostoru jsou

”
eigenfaces“,

základńı typy/rysy obličej̊u.

Ke zjǐstěńı, zda obrázek obsahuje obličej spoč́ıtáme, zda odpov́ıdaj́ıćı
vektor lež́ı v podprostoru obličej̊u anebo v jeho bĺızkosti. Detaily zde.

http://www.face-rec.org/algorithms/PCA/jcn.pdf
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vektor lež́ı v podprostoru obličej̊u anebo v jeho bĺızkosti.
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Digitálńı obraz reprezentujeme jako matici A ∈ Tm×n, kde aij je barvou
pixelu na pozici (i , j). Zjednodušeně: množina obrázk̊u s obličeji tvǒŕı
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Náčrt aplikace: Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Zdroj: https://mathworld.wolfram.com

Chceme n + 1 bodů (x0, y0), . . . , (xn, yn) proložit polynomem p(x)
stupně nanejvýš n. Na tento problém můžeme nahĺıžet pohledem
vektorových prostor̊u.

Chceme naj́ıt soǔradnice polynomu p(x) vzhledem k nějaké bázi
prostoru Pn. To se dá snadno pro bázi tvǒrenou polynomy
pi(x) =

∏n
j=0,j 6=i

x−xj
xi−xj

pro i = 0, . . . , n. Potom p(x) se dá jednoznačně

vyjáďrit v tzv. Lagrangeově tvaru p(x) =
∑n

i=0 yipi(x).
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∑n

i=0 yipi(x).
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Děkuji za pozornost a na shledanou.


