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Dimenze

Zdroj: https://en.wikipedia.org




Baze
o Necht V je vektorovy prostor nad T. Pak bazi je jakykoliv linedrn&
nezavisly systém generatort prostoru V.

e Jedna se o systém generdtorii prostoru V minimalni co do inkluze.
Vynechame-li libovolny generdtor, tak uz nevygenerujeme celé V.

Zdroj: https://en.wikipedia.org

e Pojem bdze ndm slouzil k zavedeni soutadnic vektorového prostoru.
e Vime, Ze baze vzdy existuji.

Véta o existenci baze
Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

@ Dnes ukdZeme, Ze v8echny bdze konetné generovaného prostoru V' jsou
stejné velké, na ¢emZ zaloZime pojem dimenze.



Lemma o vyméné

Lemma (Lemma o vymé&ng)

Necht y1,..., v, je systémem generator(i vektorového prostoru V' a necht x € V
ma vyjadfeni x = > " ; ajy;. Pak pro libovolné k takové, Ze ay # 0 je

Yisoos Yk—1y Xy Ykt1, - -, Yn Systémem generatorl prostoru V.

o Dikaz: Protoze ay # 0, tak z x = Y7, a;y; lze vyjadFit yx jako

1
pm k(T
i#k

s Yk—1s X, Yka1, - - -, Yn generuji celé V. Mé&me z € V.
., ¥n Je systémem generator( V/, tak existuji koeficienty

o Ukdzeme, ze y1, ..
e ProtoZe y1, ..

B, ..., [0, takové, ze z =" | B;y;. Odsud vyjad¥ime vektor z jako
5k
Bkyk'i_z ﬁl.yl = — | X— Za/y/ +Z B/y/ - Z __041
i#k i#k



Ptiklad vymény

o V prostoru R? uvaZzme generdtory y; = (1,2)" a yo = (4,1)".
o Potom vektor x = (2,4)7 Ize vyjad¥it jako x = 2y; + Oy».

o Vymé&nime-li y; za x, pak stéle plati span{x, y»} = R2.

e Vyménit y» za x ale nelze, protoZe pak je span{x, y;} pfimkou
{(s1,%) € R?: 25; = 5} C R2



Steinitzova véta o vyméné

Véta (Steinitzova v&ta o vymé&ng)

Necht V je vektorovy prostor, xi,
necht yi,...

Q@ m<n,

...y Xm Je linedrné nezdvisly systém ve V a
, Yn je systém generdtor( prostoru V. Pak plati

@ existuji navzajem riizné indexy ki,

., ko takové, Ze vektory
Xty ooy Xmy Yigy - - -

» Yk, tvoFi systém generdtor( prostoru V.

Obrézek: Ernst Steinitz (1871-1928).

Zdroj: https://family.steinitz.net



Diikaz Steinitzovy véty o vyméné

e Postupujeme indukci podle m. Pro m = 0 tvrzeni plati trivialné.
e Indukéni krok: necht tvrzeni plati pro m — 1. Chceme jej dokazat pro m.

e Vektory xi,...,Xm_1 jsou linedrné nezavislé. Podle indukéniho
predpokladu plati m — 1 < n a existuji navzajem r{izné indexy
U1, ... Up_my1 takové, Ze vektory Xi, ..., Xm—1,Ye1s- - Yo, e SENEIUJI
V.

e Kdyby m —1 = n, pak xq,...,Xn_1 generuji V. Tedy
Xm € span{xy, ..., Xn_1}. CoZ je spor s linedrni nezdvislosti xi, ..., Xm.
TakZze m < n, &mZ je dokazand prvni &ast.

e Protoze x1,...,Xm—1,Ye,5- - - ,ygnfm+1 generuji V, tak lze vyjadfit x,, jako

n—m+1
E a;x; + E Biye;-
@ B =--=py_mi1 =0dava spors ||nearn| nezavislosti xi, ..., x,. Tedy

existuje B # 0. Podle Lemma o vyméné Ize vyménit y,, za x a
XUy ooy Xms Yers o s Yoo 1> Yeut1s - - - Yoo _mea PAK generuji V. O



Dusledek o velikostech bazi

Disledek
Vsechny baze koneéné generovaného vektorového prostoru V jsou stejné velké.

o Diikaz: Necht xi,...,X, a y1,..., Y, jsou dvé& baze prostoru V.

e Potom xq,..., Xy, jsou linedrn& nezavislé a y;, ..., y, je systém
generdtori V. Podle Steinitzovy véty o vyméné tedy m < n.

@ Analogicky y,...,y, jsou linedrné nezdvislé a xi, ..., X, je systém
generdtorli V. Podle Steinitzovy véty o vyméné tedy n < m.

e Dohromady pak m = n. [

e D3 se zobecnit i na prostory, které nejsou kone¢né generované s tim, Ze
v8echny baze pak maji stejnou mohutnost.

e ProtoZe vime, Ze baze existuji v kazdém vektorovém prostoru (Véta) a
viechny maji stejnou velikost (Dusledek), mizeme zavést pojem
dimenze vektorového prostoru jako velikost libovolné baze.



Vztah poctu prvki systému k dimenzi



Vztah poctu prvki systému k dimenzi

Tvrzeni
Pro vektorovy prostor V plati:
Q Jsou-li x1,...,x, € V linedrn& nezavislé, pak m < dimV. Pokud
m = dimV/, pak je xi, ..., X, bazi prostoru V.

@ Jsou-li y1,...,y, generdtory V, pak n > dimV. Pokud n = dimV/, pak
je Y1,..., Y, bazi prostoru V.

e Diikaz: Pro d = dimV bud z,...,z, bazi V.

Q Xi,...,Xny jsou linedrné nezdvislé a z, ..., zy jsou generdtory V.
Tedy podle Steinitzovy véty o vyméné je m < d a navic pfi m = d
lze x1, ..., Xy doplnit d — m = 0 vektory na systém generatord V.
Tedy xq,...,x, generuji V a tvofi tak bazi.

@ yi,...,Y, jsou generatory V a z,...,zy jsou linedrné nezavislé.
Tedy podle Steinitzovy véty o vyméné je n > d. Jsou-li yq,...,y,
linedrné z4vislé, pak Ize jeden vynechat a ziskat systém generator(i
V velikosti n — 1. Steinitzova véta pak dava d < n — 1. Tedy pokud
n=d, tak yy,...,y, jsou linedrné nezdvislé a tvofi tak bazi. [



Rozsifeni linedrné nezdvislého systému na bazi

e Tedy baze je maximdlni linedrné& nezdvisly systém a zarovefi minimalni
systém generator(.

Véta
Kazdy linedrné nezavisly systém vektorového prostoru V' Ize rozsifit na bazi
prostoru V.

e Dikaz:

o Necht jsou vektory xi,...,xn € V linedrné nezavislé a bud z, ...,z
bazi prostoru V, kde d = dimV.

e Podle Steinitzovy véty o vyméné existuji rlizné indexy ki, ..., kqy—m
takové, Ze vektory

Xiyeo o s Xmy Zkyy o ooy Zhg_pm

generuji V.

e Tedy mame systém d = dimV generator(i prostoru V.

e Podle predeslého tvrzeni je tedy xi, ..., Xm, Ziy, - - -, Zk,_,, bazi V. ]



Dimenze podprostoru

Véta

Je-li W podprostorem prostoru V/, pak dimW < dimV. Pokud dimW = dimV,
pak W = V.

e Dikaz:

e Definujme M = (). Pokud span(M) = W, pak jsme hotovi. Jinak
existuje v € W \ span(M). Pak pfiddme v do M a proces opakujeme.

e Protoze M je linedrn& nezavisld, tak Tvrzeni davd |M| < dimV. Po

kone¢n& mnoha krocich pak dostaneme W = span(M) a M bude bazi
W, pficemz dimW = [M| < dimV.

e Pokud dimW = dimV/, pak je M podle Tvrzeni bézi V.a W =V. [

e P¥iklady dimenzi podprostorli prostoru R?:
o dimenze 2: pouze R? (podle V&ty),

o dimenze 1: pfimky prochazejici po¢atkem (generovany 1 vektorem),
o dimenze 0: pouze {o}.



Struktura podprostort

e Hassellv diagram podprostorl prostoru V' s dimV = n uspotadany
inkluzi bude mit n+ 1 hladin. Pro i € {0, ..., n} je i-ta hladina je
tvorend neporovnatelnymi podprostory dimenze i. Nejvétsim prvkem je
V' a nejmensim je {o}.

e Hasseilv diagram podprostorii R3:

dimenze 3 R?
_7IN

dimenze 2 roviny obsahujici o
dimenze 1 piimky obsahujici o



Spojeni podprostor(i

@ Spojeni podprostorli U a V' vektorového prostoru W je definované jako
U+V={u+v:iuveUywveV}

Tvrzeni

Pro podprostory U a V vektorového prostoru W plati U + V = span(U U V).

e Dikaz:

e Inkluze C: Je trividlni z uzav¥enosti na soutty prostoru span(U U V).

o Inkluze D: Stadi ukdzat U+ V DO UUV a U+ V &€ W. Prvni &ast
plynezoe U,V, protozeu=uv+oeclU+Vav=o+velU+V
prokazdé ue UavelV.

e Kdikazu U+ V & W stati ovéfit uzavrenost na soucty a nasobky.
ME&jme x;,x € U+ V a skalar a. Pak x; = u; + v1 a xo = b + v, pro
u,up € Uawvy,w, € V.

° SOU(thyZ X1tXo=Uu1+VvVit+U+ Vo= (U1+U2)+(V1+V2) eU+V.
o Nasobky: ax; = a(u; + v1) = (au) + (avy) € U+ V.
O



P¥iklady spojeni podprostort

unv

U+V =span(UUYV)

o R? = span{e; } + span{e,},

o R® =span{e;} +span{e} + span{es},

o R* = span{e;, &} + span{es},

o R? =span{(1,2)"} + span{(3,4)"},

o R? =span{(1,2)"} +span{(3,4)"} + span{(5,6)"}.



Dimenze spojeni

Véta
Pro podprostory U a V vektorového prostoru W plati

dim(U + V) + dim(U N V) = dimU + dimV.

e Plan dikazu: Z uzavfenosti podprostorti na priniky je UNV € W a
tedy UNV ma bazi z;,...,zy. Z Véty o rozsiteni na bazi ji miZeme
roz$ifit na bazi z, ..., 24, x1, ..., X, podprostoru U a na bazi
Ziy. -y 2Zdy V1, - -+, Yn pOdprostoru V.

unv
U+V

T Yk

e Pak stadi ukazat, Ze zy, ..., 2z4, X1, - -+, Xm, Y1, - - -, Yo j& bdzi U+ V.
e UkaZeme, Ze to jsou generdtory U+ V/, a pak, Ze jsou linedrné nezavislé.



Diikaz véty o dimenzi spojeni a priniku

e Generujicnost: Médme-lix e U+ V, pak x=u+vprouec UaveV.
o Vyjadiime u= >0 aiz + Yol Bixpav = S vizi 4 S Ok
e Potom

d m n
x:u—l—v:g (04,-+’y,-)z,-+2 Bjxj"’g Ok Yk
i—1 j=1 k=1
je linedrni kombinaci vektort zy,...,Z4, X1, .« .y Xm, Y1y -+« Vn-

e Linedrni nezdvislost: Pro o = 27:1 oz + ij:l Bixi + > h_q VkVk
chceme ukazat, Ze v8echny koeficienty jsou nulové.

o Oznatme z = Y7 a;z + Doy Bixp == 1wy Pakze UN'V a
tedy Ize zapsat jako z = 3.7 6;z. Neboli 320, 6iz; + S 0_, Wy = o.

® Z1,..., 24, Y1, -, Yn Jsou linedrné nezgvislé atedy 6y =+ =04 =
) m
Y1 =" =7, =0. Po dosazeni je >, iz + > ", Bix; = o.
@ Zy,...,24,X1, -+, Xm jSou linedrné nezavislé a tedy oy = --- = ayg =

fr="+=fm=0. 0



Direktni soulet podprostorti

Pokud UN V = {o}, pak spojeni U + V nazyvame direktnim souctem
podprostord.
Znatime U @ V.
Podle Véty pak plati dim(U & V) = dimU + dim V.
Navic kazdé w € W lze zapsat jedinym zplisobem jako w = u + v pro
velUaveV.
Priklady:
o R? = span{e; } @ span{e. },
o R? =span{(1,2)"} @ span{(3,4)"},
o R3 = span{e;} ® span{e,} ® span{es},
o R? = span{(1,2)"} + span{(3,4)"} + span{(5,6)"} direktnim
sou¢tem neni.



Obrazek: 4-rozmérnd Rubikova kostka:
https://www.youtube.com/watch?v=0AgMb-edXlc&ab_channel=KinseyFavre

Zdroj: https://en.wikipedia.org

Dékuji za pozornost.



