
Lineárńı algebra 1

Martin Balko

7. p̌rednáška
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Dimenze

Zdroj: https://en.wikipedia.org



Báze

Necht’ V je vektorový prostor nad T. Pak báźı je jakýkoliv lineárně
nezávislý systém generátor̊u prostoru V .

Jedná se o systém generátor̊u prostoru V minimálńı co do inkluze.
Vynecháme-li libovolný generátor, tak už nevygenerujeme celé V .

Zdroj: https://en.wikipedia.org

Pojem báze nám sloužil k zavedeńı soǔradnic vektorového prostoru.

V́ıme, že báze vždy existuj́ı.

Věta o existenci báze

Každý vektorový prostor má bázi.

Dnes ukážeme, že všechny báze konečně generovaného prostoru V jsou
stejně velké, na čemž založ́ıme pojem dimenze.



Lemma o výměně

Lemma (Lemma o výměně)

Necht’ y1, . . . , yn je systémem generátor̊u vektorového prostoru V a necht’ x ∈ V
má vyjáďreńı x =

∑n
i=1 αiyi . Pak pro libovolné k takové, že αk 6= 0 je

y1, . . . , yk−1, x , yk+1, . . . , yn systémem generátor̊u prostoru V .

Důkaz: Protože αk 6= 0, tak z x =
∑n

i=1 αiyi lze vyjáďrit yk jako

yk =
1

αk

(
x −

∑
i 6=k

αiyi

)
.

Ukážeme, že y1, . . . , yk−1, x , yk+1, . . . , yn generuj́ı celé V . Mějme z ∈ V .
Protože y1, . . . , yn je systémem generátor̊u V , tak existuj́ı koeficienty
β1, . . . , βn takové, že z =

∑n
i=1 βiyi . Odsud vyjáďŕıme vektor z jako

βkyk+
∑
i 6=k

βiyi =
βk
αk

(
x −

∑
i 6=k

αiyi

)
+
∑
i 6=k

βiyi =
βk
αk

x+
∑
i 6=k

(βi−
βk
αk
αi)yi



Př́ıklad výměny

V prostoru R2 uvažme generátory y1 = (1, 2)> a y2 = (4, 1)>.

Potom vektor x = (2, 4)> lze vyjáďrit jako x = 2y1 + 0y2.

o

y2

y1

x

Vyměńıme-li y1 za x , pak stále plat́ı span{x , y2} = R2.

Vyměnit y2 za x ale nelze, protože pak je span{x , y1} p̌ŕımkou
{(s1, s2) ∈ R2 : 2s1 = s2} ⊂ R2.



Steinitzova věta o výměně

Věta (Steinitzova věta o výměně)

Necht’ V je vektorový prostor, x1, . . . , xm je lineárně nezávislý systém ve V a

necht’ y1, . . . , yn je systém generátor̊u prostoru V . Pak plat́ı

1 m ≤ n,
2 existuj́ı navzájem r̊uzné indexy k1, . . . , kn−m takové, že vektory

x1, . . . , xm, yk1 , . . . , ykn−m tvǒŕı systém generátor̊u prostoru V .

Obrázek: Ernst Steinitz (1871–1928).
Zdroj: https://family.steinitz.net



Důkaz Steinitzovy věty o výměně

Postupujeme indukćı podle m. Pro m = 0 tvrzeńı plat́ı triviálně.
Indukčńı krok: necht’ tvrzeńı plat́ı pro m− 1. Chceme jej dokázat pro m.
Vektory x1, . . . , xm−1 jsou lineárně nezávislé. Podle indukčńıho
p̌redpokladu plat́ı m − 1 ≤ n a existuj́ı navzájem r̊uzné indexy
`1, . . . , `n−m+1 takové, že vektory x1, . . . , xm−1, y`1 , . . . , y`n−m+1 generuj́ı
V .

Kdyby m − 1 = n, pak x1, . . . , xm−1 generuj́ı V . Tedy
xm ∈ span{x1, . . . , xm−1}. Což je spor s lineárńı nezávislost́ı x1, . . . , xm.
Takže m ≤ n, č́ımž je dokázaná prvńı část.

Protože x1, . . . , xm−1, y`1 , . . . , y`n−m+1 generuj́ı V , tak lze vyjáďrit xm jako

xm =
m−1∑
i=1

αixi +
n−m+1∑
j=1

βjy`j .

β1 = · · · = βn−m+1 = 0 dává spor s lineárńı nezávislost́ı x1, . . . , xm. Tedy
existuje βk 6= 0. Podle Lemma o výměně lze vyměnit y`k za x a
x1, . . . , xm, y`1 , . . . , y`k−1

, y`k+1, . . . , y`n−m+1 pak generuj́ı V .



Důsledek o velikostech báźı

Důsledek

Všechny báze konečně generovaného vektorového prostoru V jsou stejně velké.

Důkaz: Necht’ x1, . . . , xm a y1, . . . , yn jsou dvě báze prostoru V .

Potom x1, . . . , xm jsou lineárně nezávislé a y1, . . . , yn je systém
generátor̊u V . Podle Steinitzovy věty o výměně tedy m ≤ n.

Analogicky y1, . . . , yn jsou lineárně nezávislé a x1, . . . , xm je systém
generátor̊u V . Podle Steinitzovy věty o výměně tedy n ≤ m.

Dohromady pak m = n.

Dá se zobecnit i na prostory, které nejsou konečně generované s t́ım, že
všechny báze pak maj́ı stejnou mohutnost.

Protože v́ıme, že báze existuj́ı v každém vektorovém prostoru (Věta) a
všechny maj́ı stejnou velikost (Důsledek), můžeme zavést pojem
dimenze vektorového prostoru jako velikost libovolné báze.



Vztah počtu prvk̊u systému k dimenzi

Tvrzeńı

Pro vektorový prostor V plat́ı:

1 Jsou-li x1, . . . , xm ∈ V lineárně nezávislé, pak m ≤ dimV . Pokud
m = dimV , pak je x1, . . . , xm báźı prostoru V .

2 Jsou-li y1, . . . , yn generátory V , pak n ≥ dimV . Pokud n = dimV , pak
je y1, . . . , yn báźı prostoru V .

Důkaz: Pro d = dimV bud’ z1, . . . , zd báźı V .
1 x1, . . . , xm jsou lineárně nezávislé a z1, . . . , zd jsou generátory V .

Tedy podle Steinitzovy věty o výměně je m ≤ d a nav́ıc p̌ri m = d
lze x1, . . . , xm doplnit d −m = 0 vektory na systém generátor̊u V .
Tedy x1, . . . , xm generuj́ı V a tvǒŕı tak bázi.

2 y1, . . . , yn jsou generátory V a z1, . . . , zd jsou lineárně nezávislé.
Tedy podle Steinitzovy věty o výměně je n ≥ d . Jsou-li y1, . . . , yn
lineárně závislé, pak lze jeden vynechat a źıskat systém generátor̊u
V velikosti n− 1. Steinitzova věta pak dává d ≤ n− 1. Tedy pokud
n = d , tak y1, . . . , yn jsou lineárně nezávislé a tvǒŕı tak bázi.



Vztah počtu prvk̊u systému k dimenzi

Tvrzeńı

Pro vektorový prostor V plat́ı:

1 Jsou-li x1, . . . , xm ∈ V lineárně nezávislé, pak m ≤ dimV . Pokud
m = dimV , pak je x1, . . . , xm báźı prostoru V .

2 Jsou-li y1, . . . , yn generátory V , pak n ≥ dimV . Pokud n = dimV , pak
je y1, . . . , yn báźı prostoru V .

Důkaz: Pro d = dimV bud’ z1, . . . , zd báźı V .
1 x1, . . . , xm jsou lineárně nezávislé a z1, . . . , zd jsou generátory V .

Tedy podle Steinitzovy věty o výměně je m ≤ d a nav́ıc p̌ri m = d
lze x1, . . . , xm doplnit d −m = 0 vektory na systém generátor̊u V .
Tedy x1, . . . , xm generuj́ı V a tvǒŕı tak bázi.

2 y1, . . . , yn jsou generátory V a z1, . . . , zd jsou lineárně nezávislé.
Tedy podle Steinitzovy věty o výměně je n ≥ d . Jsou-li y1, . . . , yn
lineárně závislé, pak lze jeden vynechat a źıskat systém generátor̊u
V velikosti n− 1. Steinitzova věta pak dává d ≤ n− 1. Tedy pokud
n = d , tak y1, . . . , yn jsou lineárně nezávislé a tvǒŕı tak bázi.



Rozš́ı̌reńı lineárně nezávislého systému na bázi

Tedy báze je maximálńı lineárně nezávislý systém a zároveň minimálńı
systém generátor̊u.

Věta

Každý lineárně nezávislý systém vektorového prostoru V lze rozš́ı̌rit na bázi
prostoru V .

Důkaz:

Necht’ jsou vektory x1, . . . , xm ∈ V lineárně nezávislé a bud’ z1, . . . , zd
báźı prostoru V , kde d = dimV .

Podle Steinitzovy věty o výměně existuj́ı r̊uzné indexy k1, . . . , kd−m
takové, že vektory

x1, . . . , xm, zk1 , . . . , zkd−m

generuj́ı V .

Tedy máme systém d = dimV generátor̊u prostoru V .

Podle p̌redešlého tvrzeńı je tedy x1, . . . , xm, zk1 , . . . , zkd−m
báźı V .



Dimenze podprostoru

Věta

Je-li W podprostorem prostoru V , pak dimW ≤ dimV . Pokud dimW = dimV ,
pak W = V .

Důkaz:

Definujme M = ∅. Pokud span(M) = W , pak jsme hotovi. Jinak
existuje v ∈ W \ span(M). Pak p̌ridáme v do M a proces opakujeme.

Protože M je lineárně nezávislá, tak Tvrzeńı dává |M | ≤ dimV . Po
konečně mnoha kroćıch pak dostaneme W = span(M) a M bude báźı
W , p̌ričemž dimW = |M | ≤ dimV .

Pokud dimW = dimV , pak je M podle Tvrzeńı báźı V a W = V .

Př́ıklady dimenźı podprostor̊u prostoru R2:

dimenze 2: pouze R2 (podle Věty),
dimenze 1: p̌ŕımky procházej́ıćı počátkem (generovány 1 vektorem),
dimenze 0: pouze {o}.



Struktura podprostor̊u

Hasse̊uv diagram podprostor̊u prostoru V s dimV = n uspǒrádaný
inkluźı bude ḿıt n + 1 hladin. Pro i ∈ {0, . . . , n} je i -tá hladina je
tvǒrená neporovnatelnými podprostory dimenze i . Nejvěťśım prvkem je
V a nejmenš́ım je {o}.
Hasse̊uv diagram podprostor̊u R3:

R3dimenze 3

{o}

dimenze 2

dimenze 1

dimenze 0

roviny obsahuj́ıćı o

př́ımky obsahuj́ıćı o



Spojeńı podprostor̊u

Spojeńı podprostor̊u U a V vektorového prostoru W je definované jako
U + V = {u + v : u ∈ U , v ∈ V }.

Tvrzeńı

Pro podprostory U a V vektorového prostoru W plat́ı U + V = span(U ∪ V ).

Důkaz:

Inkluze ⊆: Je triviálńı z uzav̌renosti na součty prostoru span(U ∪ V ).

Inkluze ⊇: Stač́ı ukázat U + V ⊇ U ∪ V a U + V b W . Prvńı část
plyne z o ∈ U ,V , protože u = u + o ∈ U + V a v = o + v ∈ U + V
pro každé u ∈ U a v ∈ V .

K důkazu U + V b W stač́ı ově̌rit uzav̌renost na součty a násobky.
Mějme x1, x2 ∈ U + V a skalár α. Pak x1 = u1 + v1 a x2 = u2 + v2 pro
u1, u2 ∈ U a v1, v2 ∈ V .

Součty: x1 + x2 = u1 + v1 + u2 + v2 = (u1 + u2) + (v1 + v2) ∈ U +V .
Násobky: αx1 = α(u1 + v1) = (αu1) + (αv1) ∈ U + V .



Př́ıklady spojeńı podprostor̊u

U ∩ V

U

V

U + V = span(U ∪ V )

R2 = span{e1}+ span{e2},
R3 = span{e1}+ span{e2}+ span{e3},
R3 = span{e1, e2}+ span{e3},
R2 = span{(1, 2)>}+ span{(3, 4)>},
R2 = span{(1, 2)>}+ span{(3, 4)>}+ span{(5, 6)>}.



Dimenze spojeńı

Věta

Pro podprostory U a V vektorového prostoru W plat́ı

dim(U + V ) + dim(U ∩ V ) = dimU + dimV .

Plán důkazu: Z uzav̌renosti podprostor̊u na pr̊uniky je U ∩ V b W a
tedy U ∩ V má bázi z1, . . . , zd . Z Věty o rozš́ı̌reńı na bázi ji můžeme
rozš́ı̌rit na bázi z1, . . . , zd , x1, . . . , xm podprostoru U a na bázi
z1, . . . , zd , y1, . . . , yn podprostoru V .

U ∩ V

U

V

U + V

xj yk

zi

Pak stač́ı ukázat, že z1, . . . , zd , x1, . . . , xm, y1, . . . , yn je báźı U + V .

Ukážeme, že to jsou generátory U + V , a pak, že jsou lineárně nezávislé.



Důkaz věty o dimenzi spojeńı a pr̊uniku

Generuj́ıcnost: Máme-li x ∈ U + V , pak x = u + v pro u ∈ U a v ∈ V .

Vyjáďŕıme u =
∑d

i=1 αizi +
∑m

j=1 βjxj a v =
∑d

i=1 γizi +
∑n

k=1 δkyk .

Potom

x = u + v =
d∑

i=1

(αi + γi)zi +
m∑
j=1

βjxj +
n∑

k=1

δkyk

je lineárńı kombinaćı vektor̊u z1, . . . , zd , x1, . . . , xm, y1, . . . , yn.

Lineárńı nezávislost: Pro o =
∑d

i=1 αizi +
∑m

j=1 βjxj +
∑n

k=1 γkyk
chceme ukázat, že všechny koeficienty jsou nulové.

Označme z =
∑d

i=1 αizi +
∑m

j=1 βjxj = −
∑n

k=1 γkyk . Pak z ∈ U ∩ V a

tedy lze zapsat jako z =
∑d

i=1 δizi . Neboli
∑d

i=1 δizi +
∑n

k=1 γkyk = o.

z1, . . . , zd , y1, . . . , yn jsou lineárně nezávislé a tedy δ1 = · · · = δd =
γ1 = · · · = γn = 0. Po dosazeńı je

∑d
i=1 αizi +

∑m
j=1 βjxj = o.

z1, . . . , zd , x1, . . . , xm jsou lineárně nezávislé a tedy α1 = · · · = αd =
β1 = · · · = βm = 0.



Direktńı součet podprostor̊u

Pokud U ∩ V = {o}, pak spojeńı U + V nazýváme direktńım součtem
podprostor̊u.

Znač́ıme U ⊕ V .

Podle Věty pak plat́ı dim(U ⊕ V ) = dimU + dimV .

Nav́ıc každé w ∈ W lze zapsat jediným způsobem jako w = u + v pro
u ∈ U a v ∈ V .

Př́ıklady:

R2 = span{e1} ⊕ span{e2},
R2 = span{(1, 2)>} ⊕ span{(3, 4)>},
R3 = span{e1} ⊕ span{e2} ⊕ span{e3},
R2 = span{(1, 2)>}+ span{(3, 4)>}+ span{(5, 6)>} direktńım
součtem neńı.



Obrázek: 4-rozměrná Rubikova kostka:
https://www.youtube.com/watch?v=0AqMb-edXlc&ab_channel=KinseyFavre

Zdroj: https://en.wikipedia.org

Děkuji za pozornost.


