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Vektorové prostory a podprostory

e Bud T t&leso s neutralnimi prvky 0 a 1 pro s¢itani a ndsobeni.
Vektorovy prostor nad T je mnoZina V' s operacemi s¢itani vektord
+: V2 — V a nasobeni vektoru skaldrem -: T x V — V spliiujici pro
kazdé o, € T a u,v € V:

@ (V,+) je Abelova grupa (neutrdini prvek o, inverznim k u je —u),

@ a(fv) = (ab)v, (asociativita)
Q@ lv =y,

O (a+ B)u=au+ Bu, (distributivita)
Q a(u+v)=au+av. (distributivita)

@ Je-li V vektorovy prostor nad télesem T, pak U C V je podprostorem
V, pokud U tvofi vektorovy prostor nad T se stejn& definovanymi
operacemi.

e Ekvivalentné U musi mit nulovy vektor a byt uzavfené na soucty vektor(
a ndsobky skaldrem.



Linearni obal

Tvrzeni

Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem T. Pak priinik libovolného systému
(Vj)iei vektorovych podprostorii prostoru V je vektorovy podprostor V.

Ditkaz: Podle tvrzeni z minula sta&i ovéfit o €
s¢itani vektord a nasobeni vektorl skalarem.

ProtoZe o € V; pro kazdé i € I, tak o € [,, V;

Pro u,v € ¢, Vi plati u, ve\/,-prokazdetGl.Tedyu+v€\/,-pro
kazde1€/au+v€ﬂ

ie; Vi a uzavienost na

/6/
ProacTave()V pIat| v € V: pro kazdé i € I. Tedy av € V; pro
kazdé i€ laave(), V. O

Pro vektorovy prostor V' nad télessm T a W C V je linearnim obalem
mnoziny W priinik (. wcyey U v8ech podprostori, které obsahuji W.
Znatime span(W).



P¥iklady linedrnich obalii v R?

O span{(4,0)"} je p¥imka, konkrétn& osa x;.
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@ span{(4,0)",(3,3)"} je celd rovina.
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Q span{} = {o}.



Generatory a linedrni kombinace

o Necht U = span(W) pro n&jaké W C V. Pak ¥ikime, ze W generuje
prostor U a prvky mnoziny W jsou generdtory prostoru U.

@ Prostor U je konetné generovany, pokud je generovany néjakou
kone¢nou mnoZinou vektor(.

e Priklad:

e Podprostor U v R? odpovidajici ose x; Ize generovat jakymkoli vektorem
(a,0)", kde a # 0. Podprostor U Ize generovat tfeba i mnoZinou
{(2,0)7,(5,0)"}, ale ta neni minim3lni.

e Bud V vektorovy prostor nad T a v, ..., v, € V. Pak linedrni
kombinaci vektori vy, ..., Vv, rozumime vyraz typu

n
E QjVi = Qv+ + QpVp,
i=1

kde aq,...,a, € T.



Generovani linedrnimi kombinacemi

Véta
Necht V je vektorovy prostor nad T a necht vi,...,v, € V. Pak
n
span{vi,...,vp} = {Za;v;: Q1,...,0, € T} .
i=1
e Dilkaz: Inkuze D: Linedrni obal span{vy, ..., v,} je z definice
podprostorem V' obsahujicim vq, ..., v,. Z uzavienosti na soulty a

nasobky obsahuje viechny linedrni kombinace Y7, a;v;.

o Inkuze C: Sta¥i ukdzat, Ze M = {37 a;jvi: aq,...,a, € T} je
podprostorem V' obsahujicim v, ..., v,. Pak je totiz M jednim z
podprostoril, jejichZ prinikem span{vy, ..., v,} vznikl.

e Nulové koeficienty ddvaji o € M. Podobné v, ..., v, € M.

e Uzavfenost na soucty: Pro u = 27:1 Biviav= 27:1 Yivi je
u—+v = 27:1(6; + ’Y,')V,' e M.

e Uzavfenost na nasobky: Proa € Tau=>."_, fv je
au=>"(aB)v; € M.



P¥iklady

span{v

v

e Pomoci (kone&nych) linedrnich kombinaci Ize generovat linearni obal i
nekone¢né mnoziny vektord.
Tvrzeni
Necht V je vektorovy prostor nad T a necht M C V. Pak span(M) je tvoren
véemi linedrnimi kombinacemi kazdé konecné soustavy vektorti z M.

e Dilkaz na cviteni (analogicky predeslému dikazu).



Linearni nezavislost

Zdroj: https://en.wikipedia.org



Linearni nezavislost

e Motivace: najit mnoZinu generatori minimalni co do inkluze.

e Necht V je vektorovy prostor nad T a necht vy,...,v, € V. Pak
vektory vi, ..., v, jsou linedrn& nezvislé, pokud "7 | a;v; = o nastane
pouze pro a; = -+ =, = 0.

e V opa¢ném pripad€ jsou vy, ..., Vv, linedrné zavislé. Neboli pokud existuji

v 7 7/ v n
ai,...,a, € T ne viechna nulovd a takova, Ze )7 | a;v; = o.

e Ptiklady:

)" je linedrn& nezavisly,

,0)",(2,0)" jsou linedrn& z3vislé,

)T, (1,2)" jsou linedrné nezévislé,

)T, (0,1)7,(1,1)" jsou linedrn& zavislé,
0,0)" je I|nearne zavisly,

prazdna mnozina je linedrné nezavisla.

e o
e e L

e Definice linedrni (ne)zévislosti se d rozsifit i na nekone&nou mnozinu M
vektord: M je linedrné nezavisla, pokud kazda kone¢nd podmnozina M
je linedrné nezavisld. Jinak je M linedrné zavisla.



Jak zjistit linedrni (ne)zavislost?

o UvaZme vektory (1,3,2)", (2,5,3)" a (2,3,1)". Jsou linedrn& zavislé?

e Z definice nds zajimaji skalary «, 3,7 € R takové, Ze

1 2 2 0
al3]+8[5|+~[3]=]0
2 3 1 0

e To vede na soustavu tFi linedrnich rovnic s promé&nnymi «, (3, 7:

la+28+4+2y=0 1 2 2|0 10 —4]|0
3a+58+3y=0=| 3 5 3|0 ~1 01 30
204+38+1y=0 2 3 1|0 00 010

e Dostdvdme napfiklad nenulové feSeni o = 4, § = —3 a 7 = 1. Vektory

jsou tedy linedrné zavislé.
e Souvislost s maticemi: sloupce (i ¥adky) reguldrni matice jsou linedrn&
nezavislymi vektory.



Charakterizace linedrni nezavislosti

Véta
Necht V je vektorovy prostor nad T a necht vi,...,v, € V. Pak vi,...,V, jsou
linedrn& zavislé pravé tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n} a a1,...,a, € T takova,

e vy = Zi;ﬁk a;vi. Neboli

Vk € span{vi, ..., Vk_1, Vkt1,--- Vn}-

e Duikaz:

e Implikace =-: Pokud jsou vq, ..., v, linedrné zavislé, pak existuji
Bi, ..., 0y € T takové, ze > 7, Bivi = 0 a Bk # 0 pro n&jaké
ke {l,...,n}. Pak Bxvx = — Z,.# Biv; a tedy v, = Z,#(—Bk_lﬂ,-)v,-.

e Implikace <: Necht v, = Z#k a;v;. Pak v, — Z#k QjVv; = 0, CO% je
netrividlni linedarni kombinace rovna o. Tedy vy, ..., v, jsou linedrné
zavislé. O




Jesté jedna charakterizace linearni nezavislosti

Disledek
Necht V je vektorovy prostor nad T a necht vi,...,v, € V. Pak vi,..., v, jsou
linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n} takové, Ze
span{vi, ..., Vnp} =span{vi,..., Vk—1, Vkt1,---, Vn}- (1)
@ Neboli vq, ..., v, jsou linedrné zavislé < mezi nimi existuje nadbytelny.
o Diikaz: =: Bud vi,..., v, linedrn& zavislé. Chceme rovnost (1).
Z véty mdme k € {1,...,n} a ay,...,a, € T takové, Ze v\ = > a;v;.
o Inkluze DO je trividlni. i#k
o Inkluze C: libovolny vektor u € span{vy, ..., v,} lze zapsat jako
n
u= Zﬁivi = Pkvk + Zﬁivi = Bk ZOéiVi + ZBIVI~
i=1 i#k i#k i#k

Tedy u= Z,-;sk(@k&i + Bi)vi € span{vi, ..., Vk_1,Viq1,- -+, Va}
o <: Plati-li (1), pak
vk € span{vy, ..., v,} =span{vi, ..., Vk_1, Vki1,---, Vo). Podle véty
jsou tak vq,..., v, linedrné zavislé. O



Piklady

o Ptiklad t¥i linedrn& nezavislych vektorti v R3:

)

Zdroj: https://en.wikipedia.org

o Ptiklady t¥i linedrn& zavislych vektorli v R3:
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Zdroj: https://en.wikipedia.org
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Baze

o Necht V je vektorovy prostor nad T. Pak bazi je jakykoliv linedrn&
nezavisly systém generatorl prostoru V.

e Jedna se o systém generdtorii prostoru V minimalni co do inkluze.
Vynechame-li libovolny generdtor, tak uz nevygenerujeme celé V.

e Bazi skladajici se z vektordl vq, ..., v, nékdy zna&ime {vi,...,v,}, ale
jako bazi rozumime uspotddanou mnoZinu.

e Ptiklady bazi:
o V IR? je bdzi treba (1,0)",(0,1)", alei (7,5)7,(2,3)7,

o V R” Ize uvazit kanonickou bazi kan = {e;,..., e,}, kde e; ma
jedni¢ku na pozici i a jinak nuly.
o V prostoru polynomi P" max. stupné n je bazi 1, x, ..., x".

o V prostoru polynomil P je (nekone€nou) bazi 1, x,,x?, .. ..



Souradnice

Véta
Necht B = {vi,...,v,} je bazi prostoru V. Pak pro kazdy vektor u € V existuji
jednozna&né uréené koeficienty a,...,a, € T takové, Ze u = Z;’:l V.

e Dikaz: UvaZzme libovolny vektor u € V.
e Existence: Vektory vy, ..., v, tvofi bazi V. Z definice baze tak existuji
7/ v n
ai,...,a, € T takové, Ze u=> ", a;v;.
e Jednoznatnost: Uvazme libovolné vyjéd¥eni u =37 | f;v;. Pak

n n
E Q; Vi — E B,’V,‘IU—U:O.
i=1 i=1

Neboli 0 = Y7 (8 — i) v;. ProtoZe v, ..., v, jsou linedrn& nezavislé,
tak a; = B; pro kazdé i =1,...,n. O
e Tyto koeficienty ay, ..., «a, nazyvdme souradnicemi vektoru u vzhledem

k bazi B a vektor soufadnic zna&ime [u]g = (aq,..., ).



Pt¥iklady soufadnic

e Soutadnice vektoru (—

[(_2’ 3)T]kan = (_27

[(=2.3)"ls=(;. 9"

A

2,3)" vzhledem ke kanonické bazi jsou

3)T. Vzhledem k bazi B = {(—3,1)",(1,1)7} jsou

A Co

1

€

e Pro kazdé v = (v, ..

s Vn) € R" je [V]kan = v, protoZe v =>_"_ vie;.

e Redlnymi soufadnicemi Ize zachytit i vektory mimo prostory R":
e V prostoru P? pro bazi B = {1, x,x?} médme [3x? — 5]g = (—5,0,3)".

e V kaZdém prostoru V' s bazi B = {w, ..

., Va} je [vi]s = € pro kazdé i.



Vztah mezi soufadnicemi a vektory

Tvrzeni

Necht B = {z,...,z,} je bazi konetn& generovaného prostoru V' nad T. Potom
pro kazdé o € T a u,v € V plati

[v+vlg=[ulsg+[vs a [av]sg=alv]s.

Dikaz: Necht u=>"" Bizzav=>."7z.

Potom u+v =>" (5 + i)z a tedy

[ulg + [v]g = (517---7ﬁn)T + (’Yl,---a%)T = (A +’Vl,---7ﬁn+7n)T
= [U + V]B-

Podobn& aov = Y7, (a;)z; a tedy
alvlg = a(n, .. - ,’y,,)T = (o, ... ,oz’yn)T = [av]g.
L]

Tedy soufadnice libovolné linedrni kombinace vektor(i jsou rovny té samé
linedrni kombinaci jejich soufadnic.



Existence baze

Véta o existenci baze
Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

e Dikaz:

e Dokazeme pouze pro konetn& generované vektorové prostory, jinak je
dikaz slozit&jsi.

e Necht vq,..., v, je systém generdtor(i prostoru V.

@ Jsou-li vq,..., v, linedrné nezavislé, tak tvofi bazi.

e Jinak podle disledku existuje k takové, Ze

span{vy, ..., vy} =span{vi, ..., Vk_1, Vki1,-- -, Vn}-

e Je-li tedy po odebrani v, systém linedrné nezavisly, pak se jednd o bazi.
Jinak postup opakujeme a jednou jisté skon¢ime kvili kone¢nosti. O
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Dékuji za pozornost.



