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Algebraická tělesa

Zdroj: https://galois.com



Tělesa

Těleso je množina T spolu se dvěma komutativńımi binárńımi operacemi
+ a · splňuj́ıćımi:

1 (T,+) je Abelova grupa (neutrálńı prvek 0, inverzńım k a je −a),
2 (T \ {0}, ·) je Abelova grupa (neutrálńı prvek 1, inverzńım k a je

a−1),
3 ∀ a, b, c ∈ T : a · (b + c) = a · b + a · c . (distributivita)

Q, R, C s klasickými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı tvǒŕı tělesa,

{0, 1} se sč́ıtáńım a násobeńım modulo 2 je nejmenš́ı možné těleso.

Tvrzeńı

Prvky tělesa splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1 0a = 0,
2 ab = 0 implikuje a = 0 nebo b = 0,
3 −a = (−1)a.



Konečná tělesa

Na množině Zn = {0, 1, . . . , n − 1} uvažme operace + a · modulo n.
Pak Z2 a Z3 tělesy jsou, ale Z4 ne (2 nemá inverzi 2−1).

Lemma

Pro prvoč́ıslo n a nenulové a ∈ Zn p̌ri násobeńı modulo n plat́ı

{0, 1, . . . , n − 1} = {0a, 1a, . . . , (n − 1)a}.

Důkaz: Sporem, necht’ ka ≡ `a (mod n) pro nějaká r̊uzná k , ` ∈ Zn.
Pak (k − `)a ≡ 0 (mod n). Protože n je prvoč́ıslo, n děĺı a nebo k − `.
Protože n > a, k − `, tak a = 0 nebo k − ` = 0,spor.

Věta

Množina Zn tvǒŕı těleso právě tehdy, když je n prvoč́ıslo.

Náčrt důkazu: Pokud n = pq pro 1 < p, q < n, pak je-li Zn těleso, tak
pq ≡ 0 (mod n) implikuje p ≡ 0 či q ≡ 0 (mod n), což neplat́ı.
Pro n prvoč́ıslo stač́ı ově̌rit axiomy tělesa. Existence inverze a−1 pro
a 6= 0 plyne z lemmatu (mezi násobky a totiž muśı být 1).



Př́ıklad konečného tělesa

Operace sč́ıtáńı a násobeńı nad tělesem Z5

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Inverzńı prvky tělesa Z5

x 0 1 2 3 4

−x 0 4 3 2 1

x 0 1 2 3 4

x−1 − 1 3 2 4

Veškeré zat́ım prob́ırané výsledky (nap̌ŕıklad Gaussova eliminace) plat́ı
nad libovolným tělesem T.

Jako Tm×n označ́ıme množinu všech m × n matic nad tělesem T.



Velikosti konečných těles

Existuj́ı konečná tělesa neprvoč́ıselných velikost́ı?

Věta (O velikosti konečných těles)

Konečná tělesa existuj́ı právě o velikostech pn, kde p je prvoč́ıslo a n ≥ 1.

Ukážeme si jen, jak taková tělesa GF (pn) sestrojit.

Prvky jsou polynomy stupně nanejvýš n − 1 s koefiecienty z Zp, tedy

GF (pn) = {an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0 : a0, . . . , an−1 ∈ Zp}.

Sč́ıtáńı je definováno jako sč́ıtáńı pro reálné polynomy.

Násobeńı je definováno jako násobeńı pro reálné polynomy modulo
ireducibilńı polynom stupně n.

Př́ıklad (těleso GF (8)):
GF (8) = {0, 1, x , x + 1, x2, x2 + 1, x2 + x , x2 + x + 1}, kde nap̌ŕıklad
(x + 1) + (x2 + x) = x2 + 1 a x2 · x = x + 1 (modulo x3 + x + 1).



Évariste Galois

Tělesa GF (pn) se nazývaj́ı Galoisova tělesa (
”
Galois field“).

Každé konečné těleso velikosti pn je isomorfńı tělesu GF (pn).

Évariste Galois byl francouzský matematik, jehož práce daly vzniknout
teorii grup a moderńı algeb̌re.

Obrázek: Évariste Galois (1811–1832).

Zdroj: https://galois.com



Charakteristika tělesa

Charakteristika tělesa T je nejmenš́ı n ∈ N takové, že 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

Pokud takové n neexistuje, pak ji definujeme jako 0.

Př́ıklady:
Tělesa Q, R a C maj́ı charakteristiku 0, těleso Zp má charakteristiku p.

Tvrzeńı

Charakteristika každého tělesa je bud’ nula nebo prvoč́ıslo.

Důkaz:

Protože 0 6= 1, tak charakteristika nemůže být 1.

Sporem: pokud by charakteristika byla složené č́ıslo n = pq, tak

0 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n=pq

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

)(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
q

)

a podle základńıch vlastnost́ı tělesa součet p nebo q jedniček dá nulu.

To je spor s minimalitou n.



Malá Fermatova věta

Pro každé prvoč́ıslo p a nenulové a ∈ Z plat́ı ap−1 ≡ 1 (mod p).

Použ́ıvá se nap̌ŕıklad v pravděpodobnostńıch testech prvoč́ıselnosti.

Formulace v jazyce konečných těles:

Malá Fermatova věta

Pro každé prvoč́ıslo p a nenulové a ∈ Zp plat́ı

ap−1 = 1 v tělese Zp.

Důkaz:

Z prvoč́ıslenosti p již v́ıme, že {0, 1, . . . , p − 1} = {0a, 1a, . . . , (p1−)a}.
Protože 0a = 0, tak {1, . . . , p − 1} = {1a, . . . , (p − 1)a}.
Tedy 1 ·2 · · · · · (p − 1) = (1a) · (2a) · · · · · (p − 1)a.

Vykráceńım 1, 2, . . . , p − 1 dostáváme

1 = a · · · · · a = ap−1.



Aplikace: samoopravné kódy

Motivace: p̌renos dat.

Chceme p̌renést data komunikačńım kanálem.

Při p̌renosu může doj́ıt k chybám.

Chceme být schopni chyby opravit a źıskat odeslanou zprávu.



Aplikace: samoopravné kódy

Obecný postup kódováńı: odeśılatel rozděĺı zprávu na bloky k bit̊u, které
určitou metodou p̌retransformuje na bloky o k ′ bitech. Př́ıjemce pak
každý blok transformuje na původńı hodnoty.
Př́ıklad: Zdvojeńım bit̊u lze 1 chybu detekovat, ale ne opravit.
Ztrojeńım bit̊u lze 1 chybu detekovat i opravit.

Hammingův kód (7, 4, 3): rozděĺı zprávu na bloky b s k = 4 bity a ty
transformuje na bloky b′ s k ′ = 7 bity. Uḿı detekovat a opravit 1 chybu.
Lze reprezentovat násobeńım generuj́ıćı matićı H ∈ Z7×4

2 :

Hb =



1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0
1
1
0

 =



1
1
0
0
1
1
0


= b′

Př́ıjemce obdrž́ı zakódovaný blok b′ zprávy, který muśı dekódovat.



Aplikace: samoopravné kódy

K detekci a opravě chyb použ́ıvá p̌ŕıjemce detekčńı matici D ∈ Z3×7
2 .

Pokud Db′ = 0, pak nenastala chyba p̌ri p̌renosu (nebo nastaly ≥ 2).

Jinak nastala chyba v bitu na pozici, jej́ımž binárńım zápisem je Db′.

Př́ıklad p̌renosu bez chyby:

Db′ =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1




1
1
0
0
1
1
0


=

0
0
0



V́ıce na p̌rednášce Kombinatorika a grafy I.



Aplikace: samoopravné kódy

K detekci a opravě chyb použ́ıvá p̌ŕıjemce detekčńı matici D ∈ Z3×7
2 .

Pokud Db′ = 0, pak nenastala chyba p̌ri p̌renosu (nebo nastaly ≥ 2).

Jinak nastala chyba v bitu na pozici, jej́ımž binárńım zápisem je Db′.

Př́ıklad p̌renosu s 1 chybou:

Db′ =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1




1
1
0
0
1
0
0


=

1
1
0

 ⇒ chyba na pozici 6

V́ıce o samoopravných kódech na p̌rednášce Kombinatorika a grafy I.



Aplikace: samoopravné kódy

Samoopravné kódy byly použity sondou Mariner 9 pro p̌renos prvńıch
fotografíı Marsu.

Obrázek: Sonda Mariner 9.

Zdroj: http://www.realspacemodels.com



Aplikace: samoopravné kódy

Samoopravné kódy byly použity sondou Mariner 9 pro p̌renos prvńıch
fotografíı Marsu.

Obrázek: Fotografie hory Olympus Mons pǒŕızená sondou Mariner 9.

Zdroj: https://www.khanacademy.org



Vektorové prostory

Zdroj: https://en.wikipedia.org



Vektorové prostory

Zobecněńı známého prostoru aritmetických vektor̊u Rn.

Bud’ T těleso s neutrálńımi prvky 0 a 1 pro sč́ıtáńı a násobeńı.
Vektorový prostor nad T je množina V s operacemi sč́ıtáńı vektor̊u
+: V 2 → V a násobeńı vektoru skalárem · : T× V → V splňuj́ıćı pro
každé α, β ∈ T a u, v ∈ V :

1 (V ,+) je Abelova grupa (neutrálńı prvek o, inverzńım k u je −u),
2 α(βv) = (αβ)v , (asociativita)
3 1v = v ,
4 (α + β)u = αu + βu, (distributivita)
5 α(u + v) = αu + αv . (distributivita)

Prvky množiny V nazýváme vektory.

Prvky množiny T nazýváme skaláry.



Př́ıklady vektorových prostor̊u

1 Aritmetický prostor Rn nad R, nebo obecněji Tn nad tělesem T.
Vektory sč́ıtáme a násob́ıme skalárem po složkách.

2 Prostor matic Tm×n nad tělesem T.
3 Prostor P všech reálných polynomů proměnné x nad tělesem R.

Sč́ıtáńı:

(anx
n + · · ·+ a0) + (bnx

n + · · ·+ b0) = (an + bn)xn + · · ·+ (b0 + a0).

Násobeńı skalárem: α(anx
n + · · ·+ a0) = αanx

n + · · ·+ αa0.
4 Prostor Pn všech reálných polynomů proměnné x stupně ≤ n nad

tělesem R.
5 Prostor F všech reálných funkćı f : R→ R.

Sč́ıtáńı: (f + g)(x) = f (x) + g(x).
Násobeńı skalárem: (αf )(x) = αf (x).

6 Prostor C všech spojitých reálných funkćı f : R→ R.
7 Prostor Ca,b všech spojitých reálných funkćı f : [a, b]→ R.



Základńı vlastnosti vektorových prostor̊u

Tvrzeńı

V prostoru V nad tělesem T plat́ı pro každý skalár α ∈ T a vektor v ∈ V :

1 0v = o,
2 αo = o,
3 αv = o implikuje α = 0 nebo v = o,
4 −v = (−1)v .

Důkaz je analogický důkazu základńıch vlastnost́ı tělesa.



Vektorové podprostory

Je-li V vektorový prostor nad tělesem T, pak U ⊆ V je podprostorem
V , pokud U tvǒŕı vektorový prostor nad T se stejně definovanými
operacemi. Znač́ıme U b V .

Ekvivaletně U muśı ḿıt nulový vektor a být uzav̌rené na obě operace:

Tvrzeńı

Podmnožina U vektorového prostoru V nad tělesem T je podprostorem V právě

tehdy, když plat́ı:

1 o ∈ U ,
2 ∀ u, v ∈ U : u + v ∈ U , (uzav̌renost na sč́ıtáńı)
3 ∀ α ∈ T ∀ u ∈ U : αu ∈ U . (uzav̌renost na násobeńı skalárem)

Důkaz: (i) ⇒: pokud U b V , pak U tyto ťri vlastnosti splňuje.

(ii) ⇐: Splňuje-li U tyto ťri vlastnosti, pak zbylé vlastnosti vektorového
prostoru plat́ı také. Plat́ı totiž pro V a tedy i pro U ⊆ V . Uzav̌renost U
na opačné vektory plyne z uzav̌renosti na násobky a z (−1)u = −u.



Př́ıklady vektorových podprostor̊u

1 Triviálńı podprostory vektorového prostoru V jsou V a {o}.
2 Každá p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem je podporostorem R2.
3 Pn b P b C b F .
4 Množina symetrických reálných matic řádu n je podprostorem Rn×n.
5 Množina Qn nad Q je podprostorem Rn nad Q, ale neńı podprostorem

Rn nad R (pracuje nad jiným tělesem).



Obrázek: Dopis, který Galois sepsal noc p̌red svou smrt́ı v duelu a ve kterém zachytil své
matematické myšlenky. Poznámka vpravo ř́ıká

”
... Nemám čas.“.

Zdroje: https://conquermaths.com a https://mathshistory.st-andrews.ac.uk

Děkuji za pozornost.


