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Algebraicka télesa




Télesa

@ Téleso je mnoZina T spolu se dvéma komutativnimi bindrnimi operacemi
+ a - spliujicimi:

@ (T,+) je Abelova grupa (neutrdini prvek 0, inverznim k a je —a),
@ (T \ {0},") je Abelova grupa (neutrdlni prvek 1, inverznim k a je
al),

Q@ VabceT:a-(b+c)=a-b+a-c. (distributivita)

e Q, R, C s klasickymi operacemi s&itani a nasobeni tvofi télesa,
e {0,1} se s¢itdnim a ndsobenim modulo 2 je nejmen¥i mozné t&leso.

Tvrzeni

Prvky télesa spliiuji nasledujici vlastnosti:
Q 0a=0,
@ ab =0 implikuje a =0 nebo b =0,
Q@ —a=(-1)a




Koneéna télesa

e Na mnozing Z, = {0,1,...,n— 1} uvaZzme operace + a - modulo n.
o Pak Z, a Zj3 télesy jsou, ale Z, ne (2 nema inverzi 271).

Lemma

Pro prvotislo n a nenulové a € Z,, p¥i nasobeni modulo n plati

{0,1,...,n—1} ={0a,1a,...,(n—1)a}.

o Ditkaz: Sporem, necht ka = (a (mod n) pro n&jak4 riznd k,( € Z,.

e Pak (k —¢)a= 0 (mod n). ProtoZe n je prvo&islo, n déli a nebo k — /.

e ProtoZze n > a, k — ¢, tak a = 0 nebo k — ¢ = 0Q,spor. ]
Véta

MnoZzina Z, tvofi téleso pravé tehdy, kdyz je n prvodislo.

e Nacrt dikazu: Pokud n= pqg pro 1 < p, q < n, pak je-li Z, téleso, tak
pg = 0 (mod n) implikuje p =0 & g = 0 (mod n), coZ neplati.

e Pro n prvotislo sta&i ov&Fit axiomy t&lesa. Existence inverze a—! pro
a # 0 plyne z lemmatu (mezi ndsobky a totiz musi byt 1). O]



P¥iklad kone¢ného télesa

e Operace s¢itani a nasobeni nad télesem Zs

+]|0 1 2 3 4 o1 2 3 4
0l0o 1 2 3 4 0/0 0 0 0 0
1{1 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 401 2 3/0 3 1 4 2
404 01 2 3 410 4 3 2 1
@ Inverzni prvky télesa Zs
x |01 2 3 4 x |0 1 2 3 4
—x|0 4 3 21 x1]— 13 2 4

o Veskeré zatim probirané vysledky (napfiklad Gaussova eliminace) plati
nad libovolnym télesem T.



Velikosti kone¢nych téles

e Existuji kone¢na télesa neprvoliselnych velikosti?

Véta (O velikosti kone&nych téles)

Konetna télesa existuji pravé o velikostech p”, kde p je prvodislo a n > 1.

o UkaZeme si jen, jak takova télesa GF(p") sestrojit.
e Prvky jsou polynomy stupné nanejvy$ n — 1 s koefiecienty z Z,, tedy

GF(p") = {an1x" '+ - +aix+ap: a3, 1 € Zp}.

e Scitani je definovano jako s&itani pro realné polynomy.
e Nasobeni je definovano jako nasobeni pro redlné polynomy modulo
ireducibilni polynom stupné n.

e Priklad (téleso GF(8)):
GF(8) = {0,1,x,x + 1,x%, x> + 1, x> + x, x*> + x + 1}, kde nap¥iklad
(x+1)+ (x> +x)=x>+1ax? x=x+1(modulo x>+ x + 1).



Evariste Galois

e T&lesa GF(p") se nazyvaji Galoisova télesa (,,Galois field").

o Kazdé kone¢né téleso velikosti p” je isomorfni t&lesu GF(p").

e Evariste Galois byl francouzsky matematik, jehoZ prace daly vzniknout
teorii grup a moderni algebte.

Obrazek: Evariste Galois (1811-1832).

Zdroj: https://galois.com



Charakteristika télesa

o Charakteristika télesa T je nejmensi n € N takové, zZe 1 +---+1 =0.
—_—

n

Pokud takové n neexistuje, pak ji definujeme jako 0.
e Priklady:
Télesa Q, R a C maji charakteristiku 0, téleso Z, ma charakteristiku p.

Tvrzeni

Charakteristika kazdého té&lesa je bud nula nebo prvoéislo.

e Dikaz:
e ProtoZe 0 # 1, tak charakteristika nemuZe byt 1.
e Sporem: pokud by charakteristika byla sloZené &islo n = pq, tak

0:}+"'+1,:(\14‘"""1,)(\1“‘"""1,)

n=pq p q

a podle zdkladnich vlastnosti télesa soulet p nebo g jedni¢ek da nulu.
@ To je spor s minimalitou n. [



Mala Fermatova véta

o Pro kazdé prvotislo p a nenulové a € Z plati a~* = 1 (mod p).
e PouZiva se napfiklad v pravdépodobnostnich testech prvodiselnosti.
e Formulace v jazyce konetnych téles:

Mald Fermatova véta
Pro kazdé prvotislo p a nenulové a € Z, plati

Pl =1v telese Z,.

e Dikaz:
e Z prvocislenosti p jiz vime, ze {0,1,....,p — 1} = {0a,1a,...,(pl—)a}.
e Protoze 0a =0, tak {1,...,p—1} ={la,...,(p—1)a}.
eTedyl-2-----(p—1)=(1la)-(2a)-----(p—1)a.
e Vykracenim 1,2, ..., p — 1 dostavame

l=a----- a=a""t



Aplikace: samoopravné kody
e Motivace: prenos dat.

e Chceme prenést data komunikaénim kanalem.

.+ will meet you after
| tape my other client".

| will meet you after
| rape my other client".

e P¥i pfenosu mize dojit k chybam.

e Chceme byt schopni chyby opravit a ziskat odeslanou zpravu.



Aplikace: samoopravné kody

e Obecny postup kédovani: odesilatel rozdé&li zpravu na bloky k bitl, které
uréitou metodou p¥etransformuje na bloky o k" bitech. P¥ijemce pak
kaZdy blok transformuje na ptvodni hodnoty.

e Priklad: Zdvojenim bitli Ize 1 chybu detekovat, ale ne opravit.

Ztrojenim bitii Ize 1 chybu detekovat i opravit.

e Hammingiv kéd (7,4,3): rozdé&li zprdvu na bloky b s k = 4 bity a ty
transformuje na bloky b’ s k" = 7 bity. Umi detekovat a opravit 1 chybu.
o Lze reprezentovat nisobenim generujici matici H € Z5**:

1101 1
1011 0 1
1000 1 0
Hb=1]0 1 1 1 = 0| =¥
0100 0 1
0010 1
0 001 0
e P¥ijemce obdrzi zakédovany blok b" zpravy, ktery musi dekddovat.



Aplikace: samoopravné kody

K detekci a opravé chyb pouZivd pfijemce detekéni matici D € Zg”.

Pokud Db’ = 0, pak nenastala chyba p¥i pfenosu (nebo nastaly > 2).

Jinak nastala chyba v bitu na pozici, jejimz bindrnim zdpisem je Db'.

P¥iklad prenosu bez chyby:

Db =

= O O
O - O
=)
O O
= O
(=R
— o

O R OORKRHK
|
O O O



Aplikace: samoopravné kody

e K detekci a opravé chyb pouZivd pfijemce detekéni matici D € Zg”.
e Pokud Db’ = 0, pak nenastala chyba p¥i pfenosu (nebo nastaly > 2).
e Jinak nastala chyba v bitu na pozici, jejimZ bindrnim zdpisem je Db'.

e Ptiklad prenosu s 1 chybou:

1
1
000111 1\]0 1
D=0 110011 0] =|1] = chyba na pozici 6
1010101 1 0
0
0

@ Vice o samoopravnych kédech na prednasce Kombinatorika a grafy |.



Aplikace: samoopravné kody

e Samoopravné kody byly pouzity sondou Mariner 9 pro p¥enos prvnich
fotografii Marsu.

Obrazek: Sonda Mariner 9.

Zdroj: http://www.realspacemodels.com



Aplikace: samoopravné kody

e Samoopravné kédy byly pouZity sondou Mariner 9 pro p¥enos prvnich
fotografii Marsu.

Obrazek: Fotografie hory Olympus Mons potizend sondou Mariner 9.

Zdroj: https://www.khanacademy.org



Vektorové prostory

Zdroj: https://en.wikipedia.org



Vektorové prostory

e Zobecnéni znamého prostoru aritmetickych vektorti R”.

o Bud T t&leso s neutralnimi prvky 0 a 1 pro s&itani a ndsobeni.
Vektorovy prostor nad T je mnoZina V' s operacemi s¢itani vektor(
+: V2 — V a nésobeni vektoru skaldrem -: T x V — V spliiujici pro
kazdé o, 5 € T a u,v € V:

@ (V,+) je Abelova grupa (neutrdlni prvek o, inverznim k u je —u),

@ a(pv) = (af)v, (asociativita)
Q lv=uy,

O (a+pB)u=au+Pu, (distributivita)
Q@ a(u+v)=au+av. (distributivita)

e Prvky mnoZiny V nazyvame vektory.
@ Prvky mnoZiny T nazyvame skalary.



Pt¥iklady vektorovych prostori

Aritmeticky prostor R” nad R, nebo obecnéji T nad télesem T.
Vektory s¢itame a nasobime skaldrem po sloZkach.

Prostor matic T™*" nad télesem T.

Prostor P v3ech redlnych polynom@ proménné x nad télesem R.
S¢itani:

(anx" + -4 ao) + (bpx" 4+ -+ + bo) = (an + bp)x" + -+ - + (by + a).

Ndsobeni skaldrem: a(a,x” 4 -+ + ap) = apx" + - - - + aap.

Prostor P v8ech redlnych polynomd proménné x stupné < n nad
télesem R.

Prostor F v8ech redlnych funkci f: R — R.

Scitani: (f 4 g)(x) = f(x) + g(x).

Nasobeni skaldrem: (af)(x) = af(x).

Prostor C vSech spojitych redlnych funkci f: R — R.
Prostor C,, v8ech spojitych redlnych funkci f: [a, b] — R.



Zakladni vlastnosti vektorovych prostori

Tvrzeni
V prostoru V nad télesem T plati pro kazdy skalar « € T a vektor v € V:
Q@ Ov=o,
@ «ao=o,
© av = o implikuje . = 0 nebo v = o,
Q —v=(-1)v.

e Diikaz je analogicky diikazu zdkladnich vlastnosti télesa.

=< The proo

frlisyleft.as
*, Y P I M‘ N "
dan é‘)‘(‘emls‘e forthe‘reader

o All ﬁéht, then. Keep'your, secrets.



Vektorové podprostory

e Je-li V vektorovy prostor nad télesem T, pak U C V je podprostorem
V, pokud U tvofi vektorovy prostor nad T se stejné definovanymi
operacemi. Zna¢ime U € V.

e Ekvivaletné U musi mit nulovy vektor a byt uzaviené na obé operace:

Tvrzeni

PodmnoZina U vektorového prostoru V' nad télesem T je podprostorem V pravé
tehdy, kdyz plati:

Q@ oc U,
@VuvelU:iut+tvel, (uzav¥enost na s&itani)
@VacTVueU:auel. (uzavfenost na nasobenf skalarem)

e Dilkaz: (i) =: pokud U € V/, pak U tyto t¥i vlastnosti spliiuje.

e (ii) <=: Spliiuje-li U tyto t¥i vlastnosti, pak zbylé vlastnosti vektorového
prostoru plati také. Plati totiZ pro V a tedy i pro U C V. Uzavfenost U
na opacné vektory plyne z uzavfenosti na nasobky a z (—1)u = —u. [



Ptiklady vektorovych podprostort

@ Triviadlni podprostory vektorového prostoru V jsou V a {o}.

@ Kazda p¥imka prochdzejici potatkem je podporostorem R?.

@ PrePelCelrF.

@ Mnozina symetrickych realnych matic ¥adu n je podprostorem R™*",

© Mnozina Q" nad Q je podprostorem R"” nad Q, ale neni podprostorem
R" nad R (pracuje nad jinym t&lesem).
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Obréazek: Dopis, ktery Galois sepsal noc pfed svou smrti v duelu a ve kterém zachytil své
matematické myslenky. Pozndmka vpravo ¥ika ,... Nemam ¢as."

Zdroje: https://conquermaths.com a https://mathshistory.st-andrews.ac.uk

Dékuji za pozornost.



