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Grupy

abstraktńı algebraické struktury k popisu symetríı.

Grupa je dvojićı (G , ◦), kde G je množina a ◦ : G 2 → G je binárńı
operaćı na množině splňuj́ıćı:

1 ∀ a, b, c ∈ G : a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c , (asociativita)
2 ∃ e ∈ G ∀ a ∈ G : e ◦ a = a ◦ e = a, (neutrálńı prvek)
3 ∀ a ∈ G ∃ b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a = e. (inverzńı prvek)

Abelovou grupou je grupa, která nav́ıc splňuje:

4 ∀ a ∈ G ∀ b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a. (komutativita)

Je-li operaćı ◦ sč́ıtáńı, pak neutrálńı prvek znač́ıme 0 a inverzńı −a.

Je-li operaćı ◦ násobeńı, pak neutrálńı prvek znač́ıme 1 a inverzńı a−1.



Př́ıklady

Př́ıklady Abelových grup:

1 (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+),
2 (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·),
3 grupa matic (Rm×n,+), kde neutrálńım prvkem je nulová matice

m × n a inverzńım prvkem k matici A je matice −A,
4 konečná grupa (Zm,+), kde Zm = {0, 1, . . . ,m − 1} a sč́ıtáńı + se

provád́ı modulo m. Neutrálńım prvkem je 0 a inverzńım prvkem k a
je −a mod m.

5 grupa ({p(x) : p je polynom},+) polynomů se sč́ıtáńım.

Př́ıklady ne nutně Abelových grup:

1 množina všech zobrazeńı na množině s operaćı skládáńı,
2 množina regulárńıch matic řádu n s násobeńım.

Př́ıklady negrup:

1 (N,+), (Z,−), (Z \ {0}, ·), (R \ {0}, : ).



Př́ıklad grupy z úvodńıho obrázku

Zdroj: https://res.cloudinary.com

Grupou symetríı hexagonu je tzv. dihedrálńı grupa D6 s 12 prvky.



Základńı vlastnosti grup

Tvrzeńı

Prvky grupy (G , ◦) splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1 a ◦ c = b ◦ c implikuje a = b, (kráceńı)
2 neutrálńı prvek e je určen jednoznačně,
3 pro každé a ∈ G je jeho inverzńı prvek určen jednoznačně,
4 rovnice a ◦ x = b má právě jedno řešeńı pro každé a, b ∈ G ,
5 (a−1)−1 = a,
6 (a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1.

Důkaz (části tvrzeńı):

1 a ◦ c = b ◦ c ⇒ a ◦ (c ◦ c−1) = b ◦ (c ◦ c−1)⇒ a ◦ e = b ◦ e ⇒ a = b.
2 Neutrálńı prvky e1 a e2 ⇒ e1 = e1 ◦ e2 = e2 ⇒ e1 = e2.
3 Inverzńı prvky a1 a a2 k a ⇒ a1 ◦ a = e = a2 ◦ a a z kráceńı a1 = a2.
4 Vynásobeńı rovnice a ◦ x = b prvkem a−1 zleva dává x = a−1 ◦ b. Po

dosazeńı je rovnost splněna.



Podgrupy

Podgrupa grupy (G , ◦) je grupa (H , �) taková, že plat́ı H ⊆ G a pro
všechna a, b ∈ H plat́ı a ◦ b = a � b.

Neboli v H plat́ı uzav̌renost (a, b ∈ H ⇒ a ◦ b ∈ H) a existence
neutrálńıho (e ∈ H) a inverzńıho prvku (a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H).

Znač́ıme (H , �) ≤ (G , ◦).

Př́ıklady.

1 Triviálńı podgrupy grupy (G , ◦): (G , ◦) a ({e}, ◦),
2 (N,+) 6≤ (Z,+) ≤ (Q,+) ≤ (R,+) ≤ (C,+),



Permutace

Zdroj: https://playcuriously.wordpress.com



Permutace

Zobrazeńı je vzájemně jednoznačné, pokud je prosté a na.

Permutace na konečné množině X je vzájemně jednoznačné zobrazeńı
p : X → X .

Sn = množina všech permutaćı na X = {1, . . . , n}.

Možné zápisy permutaćı:

1 Tabulkou (nahǒre vzory, dole obrazy):

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)
2 Grafem (šipka vede ze vzoru do obrazu):

4

5

6 1

2

3

3 Rozložeńım na cykly (v závorce je obrazem prvku jeho následńık):

p = (1, 2)(3)(4, 5, 6) = (1, 2)(4, 5, 6)



Operace s permutacemi

Identita id je permutace, která zobrazuje každý prvek sám na sebe.

Transpozice je permutace (i , j), která prohazuje dva prvky. Tedy
permutace s jedńım cyklem, který má 2 prvky.

1 Inverzńı permutace p−1 k permutaci p je daná p̌redpisem p−1(i) = j ,
pokud p(j) = i .

Př́ıklad: (i , j)−1 = (i , j), (i , j , k)−1 = (k , j , i).

2 Pro p, q ∈ Sn je složená permutace p ◦ q daná p̌redpisem
(p ◦ q)(i) = p(q(i)).

Př́ıklad: pro p = (1, 2), q = (1, 3, 2) je p ◦ q = (1, 3), q ◦ p = (2, 3).
Skládáńı permutaćı je asociativńı, ale ne nutně komutativńı.
Př́ıklad: p ◦ id = p = id ◦ p, p ◦ p−1 = id = p−1 ◦ p.



Znaménko permutace

Pokud se permutace p ∈ Sn skládá z k cykl̊u, pak znaménkem
permutace p je č́ıslo sgn(p) = (−1)n−k .

Př́ıklad: sgn(id) = 1, sgn((i , j)) = −1, sgn((1, 3, 4)(2, 5)) = −1.

Věta o znaménku složeńı permutace s transpozićı

Bud’ p ∈ Sn permutace a t = (i , j) ∈ Sn transpozice. Pak

sgn(p) = −sgn(t ◦ p) = −sgn(p ◦ t).

Důkaz (rovnosti sgn(p) = −sgn(t ◦ p), druhá se dokáže analogicky):

Rozlǐśıme dva p̌ŕıpady.
1 i a j jsou ve stejném cyklu (i , u1, . . . , ur , j , v1, . . . , vs). Pak

(i , j) ◦ (i , u1, . . . , ur , j , v1, . . . , vs) = (i , u1, . . . , ur )(j , v1, . . . , vs)
a počet cykl̊u se zvýš́ı o 1.

2 i a j jsou v r̊uzných cyklech (i , u1, . . . , ur ) a (j , v1, . . . , vs). Pak
(i , j) ◦ (i , u1, . . . , ur )(j , v1, . . . , vs) = (i , u1, . . . , ur , j , v1, . . . , vs)
a počet cykl̊u se sńıž́ı o 1.



Vlastnosti znamének permutaćı

Věta

Každou permutaci lze rozložit na složeńı transpozic.

Důkaz:
Postupně na transpozice rozlož́ıme všechny cykly.
Rozložeńı cyklu (u1, . . . , ur ):

(u1, . . . , ur ) = (u1, u2) ◦ (u2, u3) ◦ · · · · · · ◦ (ur−1, ur ).

Důsledek 1

Plat́ı sgn(p) = (−1)r , kde r je počet transpozic v rozkladu permutace p.

Důsledek 2

Pro p, q ∈ Sn plat́ı sgn(p ◦ q) = sgn(p) · sgn(q).

Důsledek 3

Pro p ∈ Sn plat́ı sgn(p) = sgn(p−1).



Symetrická grupa

Množina permutaćı Sn tvǒŕı s operaćı skládáńı ◦ takzvanou symetrickou
grupu (Sn, ◦).

Obrázek: Reprezentace symetrické grupy S4 a Rubikova kostka.
Zdroj: https://wikimedia.org

Symetrické grupy popisuj́ı symetrie r̊uzných objekt̊u.

Každá grupa je isomorfńı nějaké podgrupě symetrické grupy.



Algebraická tělesa

Zdroj: https://galois.com



Tělesa

Jedná se zobecněńı č́ıselných obor̊u jako nap̌ŕıklad R.

Těleso je množina T spolu se dvěma komutativńımi binárńımi operacemi
+ a · splňuj́ıćımi:

1 (T,+) je Abelova grupa (neutrálńı prvek 0, inverzńım k a je −a),
2 (T \ {0}, ·) je Abelova grupa (neutrálńı prvek 1, inverzńım k a je

a−1),
3 ∀ a, b, c ∈ T : a · (b + c) = a · b + a · c , (distributivita).

Operace + a · nemuśı p̌redstavovat klasické sč́ıtáńı a násobeńı.

Budeme psát ab naḿısto a · b
Každé těleso má aspoň dva prvky, protože 0 6= 1.

Zavedeme inverzńı operace − a / definované jako a − b = a + (−b) a
a/b = ab−1.

Podtěleso je podmnožina tělesa, která se stejně definovanými operacemi
tvǒŕı těleso.



Př́ıklady

1 Q, R, C s klasickými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı tvǒŕı (nekonečná)
tělesa,

2 Z se sč́ıtáńım a násobeńım těleso netvǒŕı (chyb́ı inverzńı prvky pro
násobeńı),

3 {0, 1} se sč́ıtáńım a násobeńım modulo 2 je nejmenš́ı možné těleso,
4 kvaterniony (zobecněńı komplexńıch č́ısel vzniklé p̌ridáńım dvou daľśıch

imaginárńıch jednotek j a k , kde j2 = k2 = −1 a ijk = −1) tvǒŕı
nekomutativńı těleso.

Zdroj: https://wikipedia.org



Základńı vlastnosti těles

Tvrzeńı

Prvky tělesa splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1 0a = 0.
2 ab = 0 implikuje a = 0 nebo b = 0,
3 −a = (−1)a.

Důkaz:
1

0a = (0 + 0)a = 0a + 0a

(−0a) + 0a = (−0a) + 0a + 0a

0 = 0 + 0a

0 = 0a.
2 Pro a = 0 plat́ı. Pro a 6= 0 vynásobeńım obou stran rovnice zleva

prvkem a−1 máme a−1ab = a−10 a podle 1) tedy 1b = 0.
3 0 = 0a = (1− 1)a = 1a + (−1)a = a + (−1)a, tedy −a = (−1)a.



Obrázek: Klasifikace jednoduchých konečných grup (jeden z nejrozsáhleǰśıch projekt̊u dějin
matematiky). Všimněme si tzv. Monster grupy.

Zdroj: https://cabinetmagazine.org

Děkuji za pozornost.


