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Grupy

e abstraktni algebraické struktury k popisu symetrii.

o Grupa je dvojici (G, o), kde G je mnoZina a o: G2 — G je bindrn{
operaci na mnoziné spliujici:

@ VabceG:ao(boc)=(aob)oc, (asociativita)
Q@ JecGVYacG:eoca=aoe=a, (neutralni prvek)
@ VacGIdbe G:aob=boa=e. (inverzni prvek)

e Abelovou grupou je grupa, kterd navic spliuje:
QVacGVbeG:aob=boa (komutativita)

e Je-li operaci o s¢itani, pak neutralni prvek zna¢ime 0 a inverzni —a.

e Je-li operaci o nasobeni, pak neutrdini prvek znatime 1 a inverzni a*.



P¥iklady

e Ptiklady Abelovych grup:

@ (Z,+). (Q,+). (R, +). (C, +),

@ (Q\{0},-), (R\{0},-), (C\ {0}, ),

© grupa matic (R™*", +), kde neutrdlnim prvkem je nulovd matice
m X n a inverznim prvkem k matici A je matice —A,

Q konetnd grupa (Zm,+), kde Z,, = {0,1,..., m — 1} a s&itdni + se
provadi modulo m. Neutrdlnim prvkem je O a inverznim prvkem k a
je —a mod m.

@ grupa ({p(x): p je polynom}, +) polynomi se s&itanim.
e P¥iklady ne nutné Abelovych grup:

© mnozina v8ech zobrazeni na mnoziné s operaci skladani,
@ mnoZina reguldrnich matic ¥ddu n s ndsobenim.

e Ptiklady negrup:

@ (N,+), (Z,-) (Z\{0},-), (R\ {0}, :).



Ptiklad grupy z dvodniho obrazku
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Grupou symetrii hexagonu je tzv. dihedrdlni grupa D6 s 12 prvky.
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N

Zdroj: https://res.cloudinary.com



Zakladni vlastnosti grup

Tvrzeni
Prvky grupy (G, o) spliiuji nasledujici vlastnosti:
@ aoc=bocimplikuje a= b, (kraceni)
neutralni prvek e je urlen jednoznacné,
pro kazdé a € G je jeho inverzni prvek uréen jednoznaéné,
rovnice ao x = b ma pravé jedno FeSeni pro kazdé a, b € G,
(a71) 1 =a,
(aob)t=bloal

©00600

e Dilkaz (&asti tvrzeni):

aoc=boc=ao(coct)=bo(coc!)=aoe=boe=a=b.
Neutrdlni prvky e; a eo = e =€ 06 =6 = € = 6.

Inverzni prvky a; a ao k a = ajoa=e =ayoaa z kriceni a; = a».
Vyndsobeni rovnice ao x = b prvkem a~! zleva ddvd x = a1 o b. Po
dosazeni je rovnost splnéna. O]

©000



Podgrupy

e Podgrupa grupy (G, o) je grupa (H, o) takovad, Ze plati H C G a pro
v8echna a, b € H platiao b =a< b.

o Neboli v H plati uzavienost (a,b € H = ao b € H) a existence
neutralniho (e € H) a inverzniho prvku (a € H = a~! € H).

e Znatime (H,o) < (G, o).
e Priklady.

@ Triviadlni podgrupy grupy (G,o): (G,0) a ({e},0),
@ (N,+) £ (Z,+) < (Q.+) <(R,+) < (C, +),



Permutace




Permutace

e Zobrazeni je vzdjemné jednoznacné, pokud je prosté a na.

e Permutace na kone¢né mnoziné X je vzajemné jednoznaéné zobrazeni
p: X = X.

e S, = mnoZina viech permutaci na X = {1,...,n}.

e Mozné zdpisy permutaci:

) /123456
@ Tabulkou (nahote vzory, dole obrazy): <2 135 6 4>
@ Grafem (Sipka vede ze vzoru do obrazu):
‘o 02
o5 5
o 10 o

6
© RozloZenim na cykly (v zavorce je obrazem prvku jeho naslednik):

p=(1,2)(3)(4,5,6) = (1,2)(4,5,6)



Operace s permutacemi

e |dentita id je permutace, kterd zobrazuje kazdy prvek sdm na sebe.

e Transpozice je permutace (i,/), kterd prohazuje dva prvky. Tedy
permutace s jednim cyklem, ktery ma 2 prvky.

@ Inverzni permutace p~* k permutaci p je dand predpisem p~1(i) =,
pokud p(j) = i.
o Priklad: (i,/)~1 = (i,4), (1,4, k)™ = (k, j, 7).

@ Pro p,qg €5, je sloZena permutace p o g dana predpisem
(poq)(i) = p(q(i))
o Priklad: pro p=(1,2), g =(1,3,2) je pog=(1,3), gop =(2,3).
o Skladani permutaci je asociativni, ale ne nutn& komutativni.
o Priklad: poid=p=idop, popt=id=plop.



Znaménko permutace

e Pokud se permutace p € S, sklada z k cykld, pak znaménkem
permutace p je &islo sgn(p) = (—1)"k.
e Priklad: sgn(id) =1, sgn((i,/)) = —1, sgn((1,3,4)(2,5)) = —1.

Véta o znaménku sloZeni permutace s transpozici

Bud p € S, permutace a t = (i,j) € S, transpozice. Pak

sgn(p) = —sgn(top) = —sgn(po t).

e Dikaz (rovnosti sgn(p) = —sgn(t o p), druha se dokaZe analogicky):
e Rozlis$ime dva pfipady.
@ / aj jsou ve stejném cyklu (i, u1, ..., U, f,vi,...,Vs). Pak
(i,j)o(f,ur, .. upjva, .. vs)= (i ug,...,u)(,vi, ..., V)
a pocet cykll se zvysi o 1.
@ / aj jsou v riiznych cyklech (i, uy,...,u) a (j,v,...,vs). Pak
(ia.j)o(ivLIl?"'vur)(.ja V]_,...,Vs) = (iyula"'yura_j7vl7"'7Vs)
a pocet cykll se snizi o 1.



Vlastnosti znamének permutaci

Kazdou permutaci Ize rozloZit na sloZeni transpozic.

e Dikaz:
e Postupné na transpozice rozlozime viechny cykly.
e RozlozZeni cyklu (us,...,u,):
(Ui, ..oy u) = (ur, o) o (up, uz) 0 vvee o (ur-1,u). O

Plati sgn(p) = (—1)", kde r je poet transpozic v rozkladu permutace p.

Pro p,q € S, plati sgn(p o q) = sgn(p) - sgn(q).

Pro p € S, plati sgn(p) = sgn(p™1).




Symetricka grupa

e MnoZina permutaci S, tvoFi s operaci skladani o takzvanou symetrickou
grupu (S,, 0).

Obrazek: Reprezentace symetrické grupy S, a Rubikova kostka.
Zdroj: https://wikimedia.org

e Symetrické grupy popisuji symetrie riiznych objekti.
e KaZda grupa je isomorfni néjaké podgrupé symetrické grupy.



Algebraicka télesa




Télesa

e Jednd se zobecnéni &iselnych oborii jako napfiklad RR.

@ Téleso je mnozZina T spolu se dvéma komutativnimi bindrnimi operacemi
+ a - spliiujicimi:
@ (T,+) je Abelova grupa (neutrdini prvek 0, inverznim k a je —a),
@ (T\ {0},-) je Abelova grupa (neutralni prvek 1, inverznim k a je
al),
@ VabceT:a-(b+c)=a-b+a-c (distributivita).
Operace + a - nemusi pfedstavovat klasické s¢itani a nasobeni.

Budeme psat ab namisto a- b
Kazdé téleso ma aspori dva prvky, protoze 0 # 1.

Zavedeme inverzni operace — a / definované jako a — b= a+ (—b) a
a/b=ab L.

Podtéleso je podmnoZina télesa, ktera se stejné definovanymi operacemi
tvoti téleso.



P¥iklady

@ Q, R, C s klasickymi operacemi s¢itdni a ndsobeni tvo¥i (nekone&nd)
télesa,

@ 7 se stitdnim a ndsobenim téleso netvofi (chybi inverzni prvky pro

nasobeni),

{0,1} se s¢itdnim a ndsobenim modulo 2 je nejmensi mozné t&leso,

kvaterniony (zobecn&ni komplexnich &isel vzniklé pFidanim dvou dal3ich

imagindrnich jednotek j a k, kde j2 = k* = —1 a jjk = —1) tvo¥i

nekomutativni téleso.

Zdroj: https://wikipedia.org



Zakladni vlastnosti téles

Tvrzeni

Prvky télesa spliiuji nasledujici vlastnosti:

Q 02=0.

@ ab =0 implikuje a =0 nebo b =0,
Q@ —a=(-1a

e Dikaz:

(1]

0a=(0+0)a=0a+0a
(—0a) + 0a = (—0a) + 0a + 0a
0=0+0a
0 = 0a.
@ Pro a =0 plati. Pro a # 0 vyndsobenim obou stran rovnice zleva
prvkem a~! mdme a~'ab = 2710 a podle 1) tedy 1b = 0.
©@0=0a=(1-1)a=1la+(-1l)a=a+(-1)a tedy —a= (-1)a.



The Periodic Table Of Finite Simple Groups

Dynkin Diagrams of Simple Lie Algebras
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Obrézek: Klasifikace jednoduchych kone¢nych grup (jeden z nejrozsahlejsich projektd d&jin
matematiky). V3imn&me si tzv. Monster grupy.
Zdroj: https://cabinetmagazine.org

Dékuji za pozornost.



