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LU rozklad
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LU rozklad

LU rozklad matice A ∈ Rn×n je rozklad na součin A = LU , kde L je
dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a U horńı
trojúhelńıková matice.

Př́ıklad:

A =

 2 1 3
4 1 7
−6 −2 −12

 =

 1 0 0
2 1 0
−3 −1 1

2 1 3
0 −1 1
0 0 −2

 = LU .

Slouž́ı k usnadněńı výpočt̊u.

LU rozklad úzce souviśı s odstupňovaným tvarem matice A. Matice U
odpov́ıdá odstupňovanému tvaru matice A. Matice L p̌redstavuje
akumulované elementárńı úpravy.



LU rozklad a elementárńı řádkové úpravy

Necht’ p̌ri p̌revodu matice A na odstupňovaný tvar U z elementárńıch
úprav použ́ıváme pouze p̌ričteńı α násobku řádku i k nějakému řádku j
pod ńım (tedy bez prohazováńı řádk̊u).

Matice Ei ,j(α) těchto úprav je dolńı trojúhelńıková:

Ei ,j(α) =


1 0 · · · · · · 0

. . . . . .
...

1
. . .

...

α
. . . 0

1


a jej́ı inverz Ei ,j(α)−1 = Ei ,j(−α) taky.

Součinem dolńıch trojúhelńıkových matic je dolńı trojúhelńıková matice
a tedy p̌ri (tomto speciálńım) p̌revodu Ek · · ·E1A = U dostáváme matici
L jako L = E−11 · · ·E−1k .



Algoritmus źıskáńı LU rozkladu

Matice L a U jde udržovat v jedné matici. Asymptotická složitost LU
rozkladu je pak stejná jako složitost výpočtu REF tvaru, tedy 2

3
n3.

Stač́ı p̌ri p̌revodu na odstupňovaný tvar pod diagonálu naḿısto nul psát
hodnoty −α na pozici (j , i) p̌ri použit́ı úpravy Ei ,j(α).
Př́ıklad (hodnoty α jsou fialové):

A =

 2 1 3
4 1 7
−6 −2 −12

 ∼
 2 1 3

2 −1 1
−6 −2 −12

 ∼
 2 1 3

2 −1 1
−3 1 −3


∼

 2 1 3
2 −1 1
−3 −1 −2

 .

Tedy

A =

 2 1 3
4 1 7
−6 −2 −12

 =

 1 0 0
2 1 0
−3 −1 1

2 1 3
0 −1 1
0 0 −2

 = LU .



Co prohazováńı řádk̊u?

Algoritmus se dá adaptovat i na p̌ŕıpad, když p̌ri elementárńıch úpravách
muśıme někde prohodit řádky.

Bez prohazováńı řádk̊u LU rozklad neexistuje vždy, nap̌ŕıklad pro matici

A =

(
0 1
1 0

)
.

Po vhodném prohozeńı řádk̊u už LU rozklad vždy existuje.

Tvrzeńı

Každá matice A ∈ Rn×n jde rozložit na tvar PA = LU , kde P ∈ Rn×n je
permutačńı matice, L ∈ Rn×n je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na
diagonále a U ∈ Rn×n horńı trojúhelńıková matice.

Matice P ∈ Rn×n je permutačńı matićı, pokud existuje permutace
p ∈ Sn taková, že Pi ,j = 1, pokud p(i) = j a Pi ,j = 0 jinak.



Důkaz tvrzeńı o prohazováńı řádk̊u u LU rozkladu

Necht’ matice A je upravena na tvar E` · · ·E1A pomoćı ` elementárńıch
úprav p̌ričteńı násobku řádku k nějakému pod ńım. Necht’ E` = Ep,q(α).
Necht’ nyńı poťrebujeme prohodit řádky i a j s i < j , což je
reprezentováno matićı Ei ,j . Potom nutně q < i .

Pokud {i , j} ∩ {p, q} = ∅, pak Ei ,jEp,q(α) = Ep,q(α)Ei ,j .

Jinak p ∈ {i , j} a pro p = i máme Ei ,jEp,q(α) = Ej ,q(α)Ei ,j . Pro p = j
analogicky Ei ,jEp,q(α) = Ei ,q(α)Ei ,j .

Tedy lze psát Ei ,jE` = E ′`Ei ,j , kde E ′` je matice elementárńı úpravy
p̌ričteńı násobku řádku k nějakému pod ńım. Nakonec tak p̌reṕı̌seme

Ei ,jE` · · ·E1A = E ′` · · ·E ′1Ei ,jA.

Tento postup lze aplikovat pokaždé, když muśıme vyměnit dva řádky.
Takže po upraveńı na odstupňovaný tvar U máme
E ′k · · ·E ′1Ei1,j1 · · ·Eir ,jrA = U . Tedy PA = LU , kde L = (E ′k · · ·E ′1)−1 je
dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a
P = Ei1,j1 · · ·Eir ,jr je permutačńı matićı.



Použit́ı LU rozkladu

LU rozklad
”
p̌redzpracuje“ matici A, aby výpočty s ńı byly jednoduš̌śı.

Má uplatněńı nap̌ŕıklad poč́ıtáńı determinantu det(A) = det(L)det(U)
nebo pro řešeńı soustav rovnic.
Použit́ı LU rozkladu pro řešeńı soustavy Ax = b:

1 Najdi LU rozklad A = LU ,
2 vy̌reš soustavu Ly = b dop̌rednou substitućı,
3 vy̌reš soustavu Ux = y zpětnou substitućı.

Př́ıklad: 2 1 3 −1
4 1 7 5
−6 −2 −12 −2

⇒
 1 0 0 −1

2 1 0 5
−3 −1 1 −2

→ y = (−1, 7, 2)>

⇒

2 1 3 −1
0 −1 1 7
0 0 −2 2

→ x = (5,−8,−1)>.

Kroky 2 a 3 stač́ı použ́ıt pro r̊uzná b, č́ımž se dá snadno spoč́ıtat A−1,
stač́ı vźıt jako prav́ı strany e1, . . . , en a jako proměnné sloupce A−1.



Numerická stabilita p̌ri řešeńı soustav,
iterativńı metody

Zdroj: https://sebastianraschka.com/



Numerická stabilita p̌ri řešeńı soustav

Při numerickém řešeńı na poč́ıtač́ıch docháźı k zaokrouhlovaćım chybám
a vypočtený výsledek se může diametrálně lǐsit od správného řešeńı.

To nastává hlavně u špatně podḿıněných matic. Ty maj́ı bĺızko k
singulárńı matici a docháźı u nich k amplifikaci zaokrouhlovaćıch chyb.

Př́ıklad špatně podḿıněných matic:

Tyto dvě soustavy se lǐśı jen zaokrouhleńım 1
15

na 3 desetinná ḿısta:

0, 835x1 + 0, 667x2 = 0, 168, 0, 835x1 + 0, 667x2 = 0, 168,

0, 333x1 + 0, 266x2 = 0, 067 0, 333x1 + 0, 266x2 = 0, 066

Prvńı soustava má řešeńı (x ′1, x
′
2) = (−1, 1), zat́ımco druhá má

řešeńı (x ′′1 , x
′′
2 ) = (−666, 834).



Špatná podḿıněnost geometricky

Geometrickou p̌redstavou je zde pr̊useč́ık dvou témě̌r identických
p̌ŕımek, takže malá změna v datech znamená potenciálně velkou změnu
v pr̊useč́ıku.



Jiný p̌ŕıklad špatně podḿıněných matic

Hilbertova matice Hn řádu n je definována p̌redpisem (Hn)i ,j = 1
i+j−1

pro každé i , j = 1, . . . , n.

Př́ıklad:

H3 =

 1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5


Potom soustava Hnx = b, kde b = Hne pro e = (1, . . . , 1)> má jako
(jediné) řešeńı evidentně x = e.

Výpočty v Matlabu ovšem p̌ri p̌resnosti 52 bit̊u (tedy zhruba 10−16)
ukázaly následuj́ıćı řešeńı:

n rozsah složek řešeńı

8 xi = 1
10 xi ∈ [0, 9997, 1, 0003]
12 xi ∈ [0, 7000, 1, 2555]
14 xi ∈ [−5, 5807, 6, 6260]



Výpočty nad špatně podḿıněnými maticemi

Gaussova eliminace p̌redvedená na p̌rednášce je na zaokrouhlovaćı chyby
citlivá, ale existuj́ı stabilněǰśı metody.
Parciálńı pivotizace často vede k p̌resněǰśımu řešeńı. Připomenut́ı: v
algoritmu REF (A) se jedná o volbu indexu k takového, že ak,j 6= 0,
k ≥ i a |ak,j | má maximálńı absolutńı hodnotu.
Př́ıklad: Řešme soustavu na 3 platné č́ıslice (̌rešeńım je (1000

2001
,−2000

2001
)>):

10−3x1 − x2 = 1,

2x1 + x2 = 0.

Výpočet bez parciálńı pivotizace:(
10−3 −1 1

2 1 0

)
∼
(
1 −1000 1000
2 1 0

)
∼
(

1 −1000 1000
0 2000 −2000

)
∼
(

1 −1000 1000
0 1 −1

)
∼
(

1 0 0
0 1 −1

)
→ (0,−1)>

Výpočet s parciálńı pivotizaćı:(
10−3 −1 1
2 1 0

)
∼
(

2 1 0
10−3 −1 1

)
∼ · · · ∼

(
1 0 1

2
0 1 −1

)
→
(

1

2
,−1

)>



Iterativńı metody

Některé praktické úlohy vedou na velké, ale ř́ıdké, soustavy. Nap̌ŕıklad
soustavy řádu n = 107, kde každý řádek má nanejvýš k = 10 nenulových
hodnot.

Gaussova eliminace neńı vhodnou metodou na řešeńı takových úloh,
protože matici A zahust́ı, neboli výrazně vzroste pod́ıl nenulových prvk̊u.

Iterativńı metody jsou zde výhodněǰśı.

Od počátečńıho vektoru postupně konverguj́ı k řešeńı soustavy.
Výhody: menš́ı citlivost k zaokrouhlovaćım chybám, menš́ı časové a
pamět’ové nároky pro velké a ř́ıdké soustavy.

Ukážeme si Gaussovu–Seidelovu metodu.

Nekonverguje k řešeńı vždycky, jen pro určité ťŕıdy matic.
Nap̌ŕıklad, když v každém řádku je diagonálńı prvek věťśı než součet
absolutńıch hodnot zbývaj́ıćıch prvk̊u.
Vyžaduje pouze řádově 2kn aritmetických operaćı na jednu iteraci.



Gaussova–Seidelova metoda

Ukážeme ji na konkrétńım soustavě:

6x + 2y − z = 4

x + 5y + z = 3

2x + y + 4z = 27.

Po p̌repsáńı máme
x = (4− 2y + z)/6

y = (3− x − z)/5

z = (27− 2x − y)/4.

Zvolme x (0) = y (0) = z (0) = 1 a poté pro i ≥ 1 položme

x (i) = (4− 2y (i−1) + z (i−1))/6

y (i) = (3− x (i−1) − z (i−1))/5

z (i) = (27− 2x (i−1) − y (i−1))/4.

Již po šesti iteraćıch dostáváme (1, 999624,−0, 999895, 6, 000212)>,
což je velmi bĺızko skutečnému řešeńı (2,−1, 6)>



Zkoušky

Pr̊uběh zkoušky:

Ústńı s ṕısemnou p̌ŕıpravou. Maximálně na 4 hodiny (09:00–13:00
nebo 14:00–18:00).
výběr tématu a poté otázky z něj (p̌rehledový výčet, vybraný důkaz
a otázka na ano/ne na konkrétńım p̌ŕıkladě).

Terḿıny (daľśı p̌ribydou):

14.1. – dopoledne + odpoledne
18.1. – dopoledne + odpoledne
21.1. – dopoledne + odpoledne
28.1. – dopoledne + odpoledne
4.2. – dopoledne + odpoledne
11.2. – dopoledne + odpoledne

Distančńı zkoušky jen v krajńıch p̌ŕıpadech.

Rozsah: vše, co jsme probrali (viz rozpis jednotlivých p̌rednášek).



Děkuji za pozornost a hodně štěst́ı u zkoušek.


