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LU rozklad

e LU rozklad matice A € R"*" je rozklad na sou¢in A = LU, kde L je
dolni trojuhelnikova matice s jedni¢kami na diagondle a U horni
trojihelnikovd matice.

e Priklad:
2 1 3 1 0 O 2 1 3
A= 4 1 7 =12 1 0 0 -1 1 |=LU
-6 -2 -12 -3 -1 1 0O 0 =2

e SlouZi k usnadnéni vypoctd.

e LU rozklad tzce souvisi s odstupriovanym tvarem matice A. Matice U
odpovidd odstupfiovanému tvaru matice A. Matice L predstavuje
akumulované elementarni Upravy.



LU rozklad a elementdrni Fadkové tpravy

o Necht p¥i prevodu matice A na odstupfiovany tvar U z elementarnich
Uprav pouzivame pouze pri¢teni v ndsobku ¥adku / k néjakému Fadku j
pod nim (tedy bez prohazovani ¥adku).

e Matice E; ;(«v) t&chto dprav je dolni trojihelnikova:

1 0 - ... 0
Eij(a) = 1

«Q 0

1

a jeji inverz E; j(a)™! = E; j(—a) taky.
@ Soucinem dolnich trojdhelnikovych matic je dolni trojihelnikovd matice

a tedy pfi (tomto specidlnim) prevodu Ej - - - E;A = U dostdvame matici
Ljako L= E; ' EL.



Algoritmus ziskani LU rozkladu

e Matice L a U jde udrzovat v jedné matici. Asymptotickd slozitost LU
rozkladu je pak stejnd jako sloZitost vypo¢tu REF tvaru, tedy §n3.

e Stali pfi pfevodu na odstupriovany tvar pod diagonalu namisto nul psat
hodnoty —« na pozici (J, i) pfi pouZiti dpravy E; (o).

e P¥iklad (hodnoty « jsou fialové):

2 1 3 3 2 1 3
-6 -2 -—12 —6 —2
3
~ 1
—3 —1 -2
Tedy

2 1 3 1 0 O 2 1 3
A=14 1 7 =2 1 0 0 -1 1 |=LU.
-3

-6 -2 -—-12 -1 1 0 0 -2



Co prohazovani fadka?

e Algoritmus se da adaptovat i na pfipad, kdyZ p¥i elementarnich Gpravach
musime nékde prohodit ¥adky.

e Bez prohazovani ¥adki LU rozklad neexistuje vZdy, napfiklad pro matici
01
A= (1 O).
e Po vhodném prohozeni ¥adki uz LU rozklad vZdy existuje.

Tvrzeni

KaZdd matice A € R"*" jde rozloZit na tvar PA = LU, kde P € R™" je
permutaéni matice, L € R™" je dolni trojihelnikovd matice s jedni¢kami na
diagondle a U € R"*" horni trojuhelnikova matice.

e Matice P € R"*" je permutadni matici, pokud existuje permutace
p € S, takova, Ze P;j =1, pokud p(i) =j a P;; = 0 jinak.



Diikaz tvrzeni o prohazovani ¥adkd u LU rozkladu

e Necht matice A je upravena na tvar £, - - - E; A pomoci ¢ elementdrnich
dprav p¥itteni nasobku ¥adku k n&jakému pod nim. Necht E, = E, ,(«).
Necht nyni potfebujeme prohodit ¥adky /i a j s i < j, co? je
reprezentovdno matici £; ;. Potom nutné q < /.

o Pokud {/.j} N {p.q} =0, pak E;;E, () = Ep q(a)Ej ;.

e Jinak p € {i,j} a pro p =i mame E iEp.q(c ) Eiq()Eij. Prop=j
analogicky E;E, o(a) = E; 4()Ej .

o Tedy lze psat E;jE, = E/E; j, kde E; je matice elementdrni Gpravy
pFi¢teni nasobku ¥adku k néjakému pod nim. Nakonec tak prepiseme

EE - EiA=E| - EE A

e Tento postup lze aplikovat pokazdé, kdyZ musime vyménit dva ¥fadky.
TakZe po upraveni na odstupriovany tvar U mame
E,---EE, ;- E jA=U. Tedy PA=LU, kde L = (E,--- E{)7!
dolni trojuhelnikovd matice s jedni¢kami na diagondle a

P = E; j ---Ejj je permutagni matici. ]



Pouziti LU rozkladu

e LU rozklad , pfedzpracuje” matici A, aby vypocty s ni byly jednodussi.
e M3 uplatnéni naptiklad potitani determinantu det(A) = det(L)det(UV)
nebo pro FeSeni soustav rovnic.
Pouziti LU rozkladu pro FeSeni soustavy Ax = b:

© Najdi LU rozklad A= LU,

@ vyres soustavu Ly = b dopfednou substituci,

© vyres soustavu Ux = y zpétnou substituci.

e Ptiklad:
2 1 3 |-1 1 0 0|-1
4 1 7 |5]=2 1 0/5]|—=y=(-172"
-6 —2 —12| -2 -3 -1 1|-2
2 1 3 |-1
=(0 -1 1|7 |—-x=(5-8-1"
0 0 —2|2

Kroky 2 a 3 sta&i pouZit pro riizna b, &im¥ se da snadno spotitat A~1,
stadi vzit jako pravi strany ey, ..., e, a jako promé&nné sloupce A1,



Numericka stabilita p¥i feSeni soustav,
iterativni metody




Numericka stabilita p¥i FeSeni soustav

e P¥i numerickém ¥eSeni na poditalich dochazi k zaokrouhlovacim chybdam
a vypolteny vysledek se mize diametralné lisit od spravného Feseni.

e To nastdva hlavné u $patné podminénych matic. Ty maji blizko k
singularni matici a dochazi u nich k amplifikaci zaokrouhlovacich chyb.

e Ptiklad Spatné podminénych matic:
o Tyto dvé& soustavy se li8i jen zaokrouhlenim % na 3 desetinnd mista:

0,835x +0,667x, = 0,168,  0,835x; + 0,667x = 0, 168,
0,333x + 0, 266x, = 0,067 0,333x + 0,266x, = 0,066

Prvni soustava ma feSeni (x], x}) = (—1,1), zatimco druhd m3
feSeni (x{, x)') = (—666, 834).



Spatna podmin&nost geometricky

e Geometrickou p¥edstavou je zde priisecik dvou témé¥ identickych
pfimek, takZe mald zména v datech znamena potencialné velkou zménu
v priseciku.




Jiny ptiklad Spatné podminénych matic
e Hilbertova matice H, ¥ddu n je definovana predpisem (H,);; = i+}_1

pro kazdé /,j =1,...,n.
e Priklad:
1 1/2 1/3

Hy=|1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

e Potom soustava H,x = b, kde b = H,e pro e = (1, ...
(jediné) YeSeni evidentn& x = e.
o Vypotty v Matlabu oviem pf¥i presnosti 52 bitl (tedy zhruba 1071°)

,1)T ma jako

ukdzaly nasledujici feSeni:

n rozsah sloZzek ¥eSeni

8 Xj = 1

10 x € [0,9997,1,0003]

12 x; € [0,7000, 1, 2555]

14 x € [-5,5807,6,6260]




Vypocty nad $patné podminénymi maticemi

e Gaussova eliminace predvedena na pfednasce je na zaokrouhlovaci chyby
citliva, ale existuji stabiln&jsi metody.
e Parcidlni pivotizace asto vede k presnéjSimu YeSeni. Pfipomenuti: v
algoritmu REF(A) se jednd o volbu indexu k takového, Ze ay; # 0,
k > i a |ax | ma maximalni absolutni hodnotu.
L L iclin (Ya¥amim e (1000 2000\TY.
e Priklad: ReSme soustavu na 3 pgatne Cislice (Yesenim je (5457, —5501) ):
107°x — % =1,
2X1 + Xo = 0.

Vypotet bez parcidlni pivotizace:

10 -1[1) (1 -1000|1000\ (1 —1000| 1000
2 100/ \2 1 | o 0 2000 | —2000
1 —1000| 1000\ (1 0] 0 T
N(o 1 —1)N<o 1 —1)%(0'1)

Vypocet s parcidlni pivotizaci:

103 —1|1 2 10 1 0|1 I
~ 3 A~ e~ — 77_1
2 10 1073 —1]1 0 1|-1 2




lterativni metody

Né&které praktické tlohy vedou na velké, ale Fidké, soustavy. Nap¥iklad
soustavy ¥adu n = 107, kde kazdy ¥adek ma nanejvy$ k = 10 nenulovych
hodnot.

Gaussova eliminace neni vhodnou metodou na FeSeni takovych dloh,
protoZe matici A zahusti, neboli vyrazné vzroste podil nenulovych prvki.

Iterativni metody jsou zde vyhodnéjsi.

o Od pocatetniho vektoru postupné konverguji k FeSeni soustavy.

o Vyhody: mensi citlivost k zaokrouhlovacim chybam, mensi ¢asové a
pamé&tové naroky pro velké a ¥idké soustavy.

e UkaZeme si Gaussovu—Seidelovu metodu.

o Nekonverguje k FeSeni vzdycky, jen pro urdité tfidy matic.
Napftiklad, kdyZ v kazdém ¥adku je diagondlni prvek vétsi nez soulet
absolutnich hodnot zbyvajicich prvki.

o Vyzaduje pouze ¥adové 2kn aritmetickych operaci na jednu iteraci.



Gaussova—Seidelova metoda

e Ukazeme ji na konkrétnim soustavé:
bx +2y —z=4
xX+by+z=3
2x +y +4z =27.

Po pfepsani mame
Prep x=(4—-2y+2)/6

y=0B-x-2)/5
z=(27—-2x—y)/4.
e Zvolme x(9 = y(® = (00 = 1 3 poté pro i > 1 poloZme
7 = (27 — 2xU=1) — y(i=1)y /4,

o Ji? po Zesti iteracich dostavame (1,999624, —0,999895, 6,000212) T,
co? je velmi blizko skute&nému ¥eeni (2, —1,6)"



Zkousky

e Priibéh zkousky:

o Ustni s pisemnou pfipravou. Maximaln& na 4 hodiny (09:00-13:00
nebo 14:00-18:00).
o vyb&r tématu a poté otazky z n&j (prehledovy vycet, vybrany diikaz
a otdzka na ano/ne na konkrétnim p¥ikladg).
e Terminy (dal3i p¥ibydou):
o 14.1. — dopoledne + odpoledne
18.1. — dopoledne + odpoledne
21.1. — dopoledne + odpoledne
28.1. — dopoledne + odpoledne
4.2. — dopoledne + odpoledne
11.2. — dopoledne + odpoledne

e Distancni zkousky jen v krajnich p¥ipadech.

e Rozsah: v&e, co jsme probrali (viz rozpis jednotlivych prednasek).
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Dékuji za pozornost a hodné Stésti u zkousek.



