Kombinatorika a grafy I — 3. cviceni*

8. brezna 2019

1 Vytvorujici funkce — aplikace

Vytvorugici funkei posloupnosti (ag, a1, as,...) je mocninnd fada . -, a,z™. Napifklad funkce
ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Zobecnénd binomicka véta. Pro libovolné r € R a x € (—1,1) plati

(1+z) = <g)+ <§>x+<;)m2+

kde (3) =1 a(Z)z%pmkeN.
Jako dusledek Zobecnéné binomické véty vime, ze pron € N a x € (—1,1) plati
1 = (nti—1\
A= ‘Z( n-1 )

Priklad 1. Urcete koeficient u prislusné mocniny x v ndsledujicich vijrazech. Vyjddrete jej ve tvaru
(g) pro néjakd prirozend Cisla p a q.

(a) uz'® ve vgrazu (x? + 2% + 2% + )4,
(b) u 2?8 ve vijrazu (z + x3 + 254 --+)5,
(c) u x5 ve virazu m

Priklad 2. UvazZme ndhodnou prochdzku v Z zacinajici v pocdtku, kde se v kazdém kroku m =
1,2,... rozhodneme ndhodné uniformné nezdvisle, zda budeme pokracovat doleva ¢i doprava.

(a) Pron € N urcete pravdépodobnost ua, jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime do pocdtku.
(b) Uréete vytvorujict funkci u(z) =3 07 o ugna™.

(c) Necht pron € N je fo, pravdépodobnost jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime poprvé do poédtku.
Dokazte, Ze pron € N, fo =0 a ug =1 plati

Uz = fouzn + fouon—2 + - + fanuo.
(d) Za pouziti vysledki z predeslych édsti urcete vytvorujict funkci f(z) = D00 o fona™ a jeji
koeficienty fan (a tedy i pravdépodobnosti, Ze se poprvé vrdtime do pocdtku po 2n krocich).

(e) Ukazte, Ze suma f(1) = Y7 fon konverguje a za pouZiti tohoto faktu ukazte, Ze pravdépodobnost
ndvratu do pocdtku se rovnd jedné.

Piiklad 3. Méjme dveé vytvorugici funkce a(x) = Y, <o anx™ a b(x) = >, <, bpa™, kde ag = 0.
Uvazme funkci c(x) = b(a(z)) vzniklou sloZenim a(z) a b(z). B

(a) Napiste vzorec pro koeficienty c, funkce c(x) =, <o cnx™. Proc trvdme na predpokladu ag =
0? B

(b) Necht co = 1 a necht pro n € N znaci koeficient ¢, pocet usporddanijch rozkladi éisla n na
kladné scitance. Vyjadrete funkci c(x) =3, 5o cnx™ jako sloZeni dvou vhodnych funkci.

Priklad 4 (*). Dokdzete nalézt dvé nestandardni Sestisténné hraci kostky B a C takové, Ze
pro kaZdé n € N je pravdépodobnost, Ze na B a C padne dohromady presné n, stejnd jako
pravdépodobnost, Ze n padne na dvou standardnich Sestisténnijch hracich kostkdch?

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Necht a(z) =Y 07 yanz™, b(z) =Y 0" jbpa™, acRakeN.

Zakladni operace s mocninnymi fadami:

a(x) + b(x) (ao + bo, a1 +b1,a2 + ba, . ..)
aa(x) (aag, aay, aas, .. .)
alax) (ag, aay, a?ag, ..., ata;,. . .)
zFa(x) 0,...,0,a9,a1,as,...) (k nul na za¢dtku)
a(z") (ao,0,...,0,a1,0,...) (stiidavé k — 1 nul)
ole)mtom st ()
a(x) (a1,2a9,3as, ..., ia;,...)

o a(t)dt (0,a0, %, %, ..., %5,...)
a(z)b(z) (co,c1,¢2,...), kde ¢ = D21 arbn—k
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