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1 Vytvořuj́ıćı funkce — aplikace

Vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (a0, a1, a2, . . .) je mocninná řada
∑∞

n=0 anx
n. Např́ıklad funkce

1
1−x je vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (1, 1, 1, . . .).

Zobecněná binomická věta. Pro libovolné r ∈ R a x ∈ (−1, 1) plat́ı

(1 + x)r =

(
r

0

)
+

(
r

1

)
x+

(
r

2

)
x2 + · · · ,

kde
(
r
0

)
= 1 a

(
r
k

)
= r(r−1)···(r−k+1)

k! pro k ∈ N.

Jako d̊usledek Zobecněné binomické věty v́ıme, že pro n ∈ N a x ∈ (−1, 1) plat́ı

1

(1− x)n
=

∞∑
i=0

(
n+ i− 1

n− 1

)
xi.

Př́ıklad 1. Určete koeficient u př́ıslušné mocniny x v následuj́ıćıch výrazech. Vyjádřete jej ve tvaru(
p
q

)
pro nějaká přirozená č́ısla p a q.

(a) u x15 ve výrazu (x2 + x3 + x4 + · · · )4,

(b) u x28 ve výrazu (x+ x3 + x5 + · · · )6,

(c) u x5 ve výrazu 1
(1−2x)2 .

Př́ıklad 2. Uvažme náhodnou procházku v Z zač́ınaj́ıćı v počátku, kde se v každém kroku n =
1, 2, . . . rozhodneme náhodně uniformně nezávisle, zda budeme pokračovat doleva či doprava.

(a) Pro n ∈ N určete pravděpodobnost u2n jevu, že se po 2n kroćıch se vrát́ıme do počátku.

(b) Určete vytvořuj́ıćı funkci u(x) =
∑∞

n=0 u2nx
n.

(c) Necht’ pro n ∈ N je f2n pravděpodobnost jevu, že se po 2n kroćıch se vrát́ıme poprvé do počátku.
Dokažte, že pro n ∈ N, f0 = 0 a u0 = 1 plat́ı

u2n = f0u2n + f2u2n−2 + · · ·+ f2nu0.

(d) Za použit́ı výsledk̊u z předešlých část́ı určete vytvořuj́ıćı funkci f(x) =
∑∞

n=0 f2nx
n a jej́ı

koeficienty f2n (a tedy i pravděpodobnosti, že se poprvé vrát́ıme do počátku po 2n kroćıch).

(e) Ukažte, že suma f(1) =
∑∞

n=0 f2n konverguje a za použit́ı tohoto faktu ukažte, že pravděpodobnost
návratu do počátku se rovná jedné.

Př́ıklad 3. Mějme dvě vytvořuj́ıćı funkce a(x) =
∑

n≥0 anx
n a b(x) =

∑
n≥0 bnx

n, kde a0 = 0.
Uvažme funkci c(x) = b(a(x)) vzniklou složeńım a(x) a b(x).

(a) Napǐste vzorec pro koeficienty cn funkce c(x) =
∑

n≥0 cnx
n. Proč trváme na předpokladu a0 =

0?

(b) Necht’ c0 = 1 a necht’ pro n ∈ N znač́ı koeficient cn počet uspořádaných rozklad̊u č́ısla n na
kladné sč́ıtance. Vyjádřete funkci c(x) =

∑
n≥0 cnx

n jako složeńı dvou vhodných funkćı.

Př́ıklad 4 (*). Dokážete nalézt dvě nestandardńı šestistěnné hraćı kostky B a C takové, že
pro každé n ∈ N je pravděpodobnost, že na B a C padne dohromady přesně n, stejná jako
pravděpodobnost, že n padne na dvou standardńıch šestistěnných hraćıch kostkách?

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Necht’ a(x) =
∑∞

n=0 anx
n, b(x) =

∑∞
n=0 bnx

n, α ∈ R a k ∈ N.

Základńı operace s mocninnými řadami:

a(x) + b(x) (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)

αa(x) (αa0, αa1, αa2, . . .)

a(αx) (a0, αa1, α
2a2, . . . , α

iai, . . .)

xka(x) (0, . . . , 0, a0, a1, a2, . . . ) (k nul na začátku)

a(xk) (a0, 0, . . . , 0, a1, 0, . . .) (stř́ıdavě k − 1 nul)

a(x)−a0−···−ak−1x
k−1

xk (ak, ak+1, ak+2, . . .)

a′(x) (a1, 2a2, 3a3, . . . , iai, . . .)∫ x

0
a(t) dt (0, a0,

a1

2 ,
a2

3 , . . . ,
ai

i+1 , . . .)

a(x)b(x) (c0, c1, c2, . . .), kde cn =
∑n

k=0 akbn−k
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