Kombinatorika a grafy 1 — 7. cviceni*

15. listopadu 2024

1 Aplikace Hallovy véty

Vircholovgm pokrytéim v grafu G = (V, E) je mnozina C C V takovd, ze pro kazdé e € E plati
eNC # 0. Pdrovinim v G je mnozina disjunktnich hran z F.

Kdnigova—Egervaryho véta. V kazdém bipartitnim grafu se velikost minimdlniho vrcholového
pokryti rovnd velikosti mazximdlniho pdrovand.

Necht X a I jsou koneéné mnoziny. MnoZinovym systémem na X nazveme |I|-tici M = (M;: i €
I), kde M; C X. Systém ruzngch reprezentanti (SRR) je prostd funkce f: I — X takovd, ze pro
kazdé i € I je f(i) € M;. Vime, ze existence SRR v M je ekvivalentni s existenci parovani velikosti
|I| v incidenénim grafu Gap = (TU X, {{i,a}: i€,z € X,z € M;}).
Hallova véta. Systém riznych reprezentantu v M existuje prdvé tehdy, kdyz pro kaZdouw J C I je
‘UjeJ Mj‘ > |J|; tato podminka se nazyvd Hallova.

Piiklad 1. Nechf a,b,c,d,e jsou riznd prirozend éisla.

(a) Md mnoZinovy systém tvoreny viemi triprokovymi podmnoZinami mnoZiny {a,b,c,d} systém
ruznych reprezentantu? Tedy nds zajimd systém M = (M; C X: i € I) pro X = {a,b,c,d} a
I=1{1,2,3,4}.

(b) Md mnoZinovy systém tvoreny vsemi triprvkovymi podmnozinami mnoziny {a, b, c,d, e} systém
ruznyjch reprezentantu?

Piiklad 2. Perfektni parovani grafu G je takové pdrovdni, které pokryvd vsechny vrcholy grafu G.
Najdéte vsechna perfekini pdrovdni v Petersonové grafu. UkaZle, Ze vic jich neexistuje.

Piiklad 3. Odvodte Hallovu vétu z Kénigovy—Egervdryho véty.
Priklad 4 (*). Dokaste, ze Hallova véta implikuje Kénigovu—Egervdryho vétu.

Piiklad 5. Latinsky obdélnik fadu k x n, k < n je matice typu {1,...,n}**", kde se v kazdém
radku a sloupci kazZdy prvek vyskytuje nejvyse jednou. Latinsky ctverec fadu n je latinsky obdélnik
radu n X n.

(a) Ukazte, Ze kazdy Latisnky obdélnik vddu k x n lze doplnit na Latinsky étverec Fddu n. (MiZete
bez dukazu pouZit fakt, Ze k-requldrni bipartitni grafy maji perfektni pdrovdni.)

(b) Ukazte, Ze latinskyjch étvercii fadu n je alespori Q((n!)?).

Piiklad 6. Najdéte nekonecny systém mnozin M = (M;: i € I), ktery spliuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednocent libovolné k-tice mnozin z M aspori k prvku), ale nemd
systém ruzniych reprezentanti.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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