Kombinatorika a grafy 1 — 5. cviceni*

1. listopadu 2024

1 Konecéné projektivni roviny

Necht X je koneénd mmnozina a P C 2X. Potom dvojici (X,P) nazveme konec¢nou projektivni
rovinou, pokud splnuje nésledujici axiomy:

(Al) Vez,ye X,z 4y I PeP:z,yc P (kazdymi dvéma body prochdzi préve jedna piimka).
(A2) VP,QeP,P#Q:|PNQ| =1 (kazdé dvé piimky se protinaji v pravé jednom bodg).
(A3) 3CCX,|C] =4V PeP:|CnNP|<2 (existuji 4 body v obecné poloze).

Réd projektivni roviny (X, P) se rovna poctu bodil na pifmce minus jedna (vime, ze viechny
piimky obsahuji stejny pocet bodu). Vime také, ze konetna projektivni rovina fddu n obsahuje
n? + n + 1 pifmek a bodil a také ze kazdy bod lezi na pravé n + 1 pifmkéch. Piikladem koneéné
projektivni roviny fadu 2 je Fanova rovina:

Priklad 1. Bez pouZiti duality dokazte, Ze kazZdd konecénd projektivni rovina tddu n obsahuje
n? 4+ n+ 1 primek. Hint: pocitdni dvéma zpiisoby.

Priklad 2. UvazZme karetni hru Dobble, kterd je zaloZena na konecéné projektivni roviné radu 7. Na
kazdé karté v Dobble je prdvé 8 obrdzku a hra vyuZivd fakt, Ze kazdé dvé karty se shoduji na prdvé
jednom obrdzku. Pro jaké hodnoty n € N dokdzZete zkonstruovat takovou hru s prdvé n obrdzky na
kazdé karté tak, aby se kazZdy obrdzek objevil na aspor jednom pdru karet?

Priklad 3. V Transylvanské loterii se ndhodné losuji tri ruznd éisla z ¢isel 1 aZ 14. Hrdc si
pred slosovdnim za koupeni jednoho listku muze vybrat tri ¢isla, pricemz vyhraje, pokud jsou mezi
vylosovanymi éisly aspori dvé jim vybrand cisla. Vymyslete strategii, jak zakoupit co nejméné listkiu
tak, abyste méli zarucenou vyhru. S kolika listky to zvlddnete?

Piiklad 4. Bez kriZeni hran nakreslete na redlnou projektivni rovinu
(a) graf Ks,
(b) graf Ks.

Piiklad 5. (a) Ukazte, e existuje graf s N vrcholy a s aspori Q(N3/2) hranami, kteryj neobdsahuje
K5 o jako podgraf.

(b) Bonusovy priklad (*): ukazte, Ze kazdy takovy graf md nanejuys O(N®/?) hran. Hint: dvéma
zpusoby spocitejte pocet kopit K .

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

2 Latinské ¢tverce

Latinsky ¢tverec fadu n je tabulka o rozmeérech n x n nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé ¢islo
v kazdém sloupci a fddku vyskytuje pravé jednou. Dva latinské ¢tverce L a L’ jsou ortogondln,
pokud pro kazdou usporddanou dvojici ¢isel (a,b) z {1,2,...,n} existuje i,j € {1,2,...,n} takové,
ze (a,b) = ((L)ij,(L")ij). Mnozina {Li, Lo, ..., L;} Latinskych ¢tvercu je mnozinou navzdjem
ortogondlnich Latinskijch ctvercu, pokud kazdé dva ¢tverce z této mnoziny jsou ortogondlni. T
navzajem ortogondlni latinské ¢tverce radu 4:

N | QO | | =
Ll IS VR )
=N W
[SVRN I N e BN
QD=
=W =N
N e W
[N IV BN
=N W=
QO =N
N[ =W
Ll S R B NI

Piiklad 6. Rozhodnéte, zda permutace 7adki a sloupci zachovdvaji vlastnost byt latinskym ¢tvercem
a zda tyto operace zachovdvdji ortogonalitu.
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