
Kombinatorika a grafy 1 — 2. cvičeńı*

11. ř́ıjna 2024

1 Vytvořuj́ıćı funkce – úvod

Př́ıklad 1. (a) Mějme polynomy p(x) = 1+x+x2+x3+x4+x5 a q(x) = 1+x2+x4+x6. Jaký
je koeficient u členu x7 v jejich součinu p(x)q(x)?

(b) Vraćıme se z nákupu s pěti jednokilovými položkami a třemi dvoukilovými. Máme s sebou tašku,
která unese maximálně sedm kilogram̊u. Kolika zp̊usoby m̊užeme maximálně naplnit tašku?

Př́ıklad 2. Kolika zp̊usoby m̊užeme naplnit koš́ık n ∈ N0 kousky ovoce tak, aby:

� počet jablek byl sudý,

� počet švestek byl násobek pěti,

� v koš́ıku byly nanejvýš čtyři pomeranče

� a nanejvýš jedno avokádo?

Sestrojte př́ıslušnou mocninnou řadu.

2 Vytvořuj́ıćı funkce – poč́ıtáńı s mocninnými řadami

Mocninná řada je řada tvaru
∑∞

i=0 aix
i, kde ai ∈ R a x je reálná proměnná. Jako (obyčejnou)

vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti (a0, a1, a2, . . .) označ́ıme mocninnou řadu a(x) = a0+a1x+a2x
2+

· · · . Např́ıklad funkce 1
1−x je podle vzorce pro součet geometrické řady vytvořuj́ıćı funkćı posloup-

nosti (1, 1, 1, . . .) a podle binomické věty je (1+x)n vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (
(
n
0

)
,
(
n
1

)
,
(
n
2

)
, . . .).

Přechod mezi posloupnostmi a funkcemi je pro tuto techniku kĺıčový.

Binomická věta. Pro libovolné n ∈ N plat́ı

(1 + x)n =
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)
+
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)
x+ · · ·+
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n

)
xn.

Tvrzeńı. Buď (a0, a1, . . .) posloupnost reálných č́ısel. Nechť existuje K takové, že |ai| ≤ Ki pro
všechna i. Potom pro každé x ∈ (−1

K , 1
K ) řada

∑∞
i=0 aix

i konverguje a hodnota jej́ıho součtu
definuje funkci a(x) proměnné x na uvedeném intervalu. Hodnotami a(x) na libovolně malém okoĺı
0 jsou všechny členy a0, a1, . . . jednoznačně určeny, a(x) má v 0 derivace všech řád̊u a plat́ı

ai =
a(i)(0)

i!
.

Př́ıklad 3. Najděte vytvořuj́ıćı funkce pro následuj́ıćı posloupnosti (pokuste se je vyjádřit v uzavřeném
tvaru):

(a) (0, 0, 0, 0,−6, 6,−6, 6,−6, . . .),

(b) (1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .),

(c) (12, 22, 32, . . .),

(d) (0, 2, 6, 12, 20, . . .), tedy n-tý člen je součtem prvńıch n sudých přirozených č́ısel včetně nuly.

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Př́ıklad 4. Určete koeficient

(a) u x10 v 2+x
(1+3x)(1−2x)2 ,

(b) u x2024 v sin(x).

Př́ıklad 5. Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 1, a1 = 9 a
an+2 = 6an+1 − 9an pro n ≥ 0.

Př́ıklad 6. Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 1, a1 = 2 a
an+2 = 5an+1 − 6an pro n ≥ 0.

Základńı operace s mocninnými řadami:

a(x) + b(x) (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)

αa(x) (αa0, αa1, αa2, . . .)

a(αx) (a0, αa1, α
2a2, . . . , α

iai, . . .)

xna(x) (0, . . . , 0, a0, a1, a2, . . . ) (n nul na začátku)

a(xn) (a0, 0, . . . , 0, a1, 0, . . .) (stř́ıdavě n− 1 nul)

a(x)−a0−···−an−1x
n−1

xn (an, an+1, an+2, . . .)

a′(x) (a1, 2a2, 3a3, . . . , iai, . . .)∫ x

0
a(t) dt (0, a0,

a1

2 , a2

3 , . . . , ai

i+1 , . . .)

a(x)b(x) (c0, c1, c2, . . .), kde ci =
∑i

j=0 ajbi−j
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