Kombinatorika a grafy 1 — 12. cviceni*

20. prosince 2024

1 Ramseyova teorie

Pro k € N nazveme k-obarvenim mnoziny X libovolnou funkci f: X — C, kde C' je mnozina

k barev. Pro p,ni,...,n, € N definujme Ramseyovo éislo Ry(ni,...,ny) jako nejmensi N € N
takové, ze pro kazdé k-obarveni mnoziny (“"'};’N}) existuje i € {1,...,k} takové, ze dané k-
obarveni obsahuje podmnozinu X C {1,..., N} velikosti n; se véemi p-ticemi z (f ) obarvenymi

i-tou barvou.
Ramseyova véta. Pro kaZdé p,ni,...,n, € N je ¢islo Ry(n1,...,ng) konecéné.
Ramseyova véta plati i v nésledujici nekonec¢né verzi.

Ramseyova véta (nekonecnd verze). Pro kazdé p,k € N a pro kaZdé k-obarveni mnoZiny (IE)
ezristuje nekoneénd X C N takovd, Ze vsechny jeji p-tice maji v daném k-obarveni stejnou barvi.

Piiklad 1. (a) Ukazte, Ze pro kaZdé prirozené cislo n existuje prirozené cislo M(n) takové, Ze
kazda {0,1}-matice s rozméry M (n) x M(n) obsahuje n x n podmatici, kterd obsahuje bud jen
nuly nebo jen jednicky.

(b) Sestrojte libovolné velkou {0, 1}-matici, kterd neobsahuje 2 X 2 matici se samymi jednickami a
ani 2 X 2 matici se samymi nulami joko diagondlni podmatici. Matice A o rozmérech n x n je
diagondlni podmatici matice B o rozmérech N x N, pokud existuje R C {1,...,N}, |R| = n,
takovd, Ze vybrdnim Tddku a sloupci matice B s indexy z R ziskdme matici A.

(c) Ukazte, zZe pro kaZdé piirozené ¢islo n existuje prirozené cislo DM (n) takové, Ze kazdd {0,1}-
matice s rozméry DM (n) x DM (n) obsahuje n x n diagondlni podmatici, kterd md vsechny
prvky na diagondle totozné, vSechny prvky nad diagondlou totoiné a také vSechny prvky pod
diagondlou totozné.

Priklad 2. Dokazte Schurovu vétu. Ukazte, Ze ro kaZdé k existuje dost velké N € N takové, Ze
obarvime-li proky [N] k barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y, z € [N], které maji stejnou barvu a
plati x +y = z (tj. najdeme jednobarevné Feseni této rovnice).

Hint: Zvolte N = Ry(3,...,3) — 1 a sestrojte vhodny hranové 2-obarveny graf.

Piiklad 3. Dokazte Erddsovo—Szekeresovo lemma o posloupnostech. Dokazte, Ze pro kazdé k, ¢ € N
kazdd posloupnost (k—1)(€—1)+1 rizngch redlngch &isel obsahugje klesajici podposloupnost k nebo
rostouct podposloupnost £ ¢éisel (tedy po vyskrtdnd zbylych clent posloupnosti). Dokazte, Ze tento
odhad je tésny.

Priklad 4. Erdésova—Szekeresova véta.

(a) Ukazte, Ze kazdd mnoZina P péti bodi v roviné v obecné poloze (Zddné 3 body z P neleZi na
primee) obsahuge 4 body v konvexnd poloze (body, které jsou vrcholy konvexniho mnohothelniku,).

(b) Ukazte, ze pro kazdé k € N existuje N € N takové, Ze kaZdd mnoZina P s aspori N body v
roviné v obecné poloze obsahuje k bodi v konvexni poloze.

(c) Ukazte, Ze pro kazdé k € N existuje prirozené N = N (k) takové, Ze kaidd mnoZina N bodu z
R3 v obecné poloze (Zddné 4 body nelezi na spolecné roviné) obsahuje k bodii, které jsou vrcholy
konvezniho mnohosténu.

Hint: MuZete vyuzit Erdésovu—Szekeresovu vétu v dimenzi 2.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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