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1 Počty koster

Kostra v grafu G = (V,E) je stromem T = (V,E′) s E′ ⊆ E. Neboli T je souvislým podgrafem
grafu G na stejné množině vrchol̊u a T nav́ıc neobsahuje cyklus. Graf má kostru právě tehdy, když
je souvislý. Pro graf G označme jako κ(G) počet koster grafu G.

Cayleyho vzorec. Pro každé celé č́ıslo n ≥ 2 je počet koster úplného grafu Kn na n vrcholech
roven nn−2. Neboli κ(Kn) = nn−2

Také už v́ıme, že počet koster úplného grafu Kn bez jedné hrany je roven (n− 2)nn−3 a počet
koster úplného grafu Kn obsahuj́ıćıch pevně zvolenou hranu je 2nn−3.

Př́ıklad 1. Spočtěte počet koster v následuj́ıćıch grafech:

(a) Kn ÷ e, tedy grafu Kn s jednou podrozdělenou hranou e,

(b) Kn ÷ E, tedy grafu Kn se všemi hranami podrozdělenými,

(c) Cm ⊕e Cn, tedy dvou cykl̊u slepených společnou hranou e,

Př́ıklad 2. Spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu K2,n.

Př́ıklad 3. Spočtěte počet koster grafu, který vznikne slepeńım úplných graf̊u Kn a Km přes
společnou hranu.

Laplacián grafu G = ({1, . . . , n}, E) je n× n matice L(G) = (Li,j)
n
i,j=1, kde

Li,j =


degG(i), pokud i = j,

−1, pokud {i, j} ∈ E,

0, jinak.

Kirchhoffova věta. Pro každý graf G = ({1, . . . , n}, E) plat́ı κ(G) = det(L(G)1,1), kde L(G)1,1

znač́ı matici L(G) bez prvńıho řádku a bez prvńıho sloupce.

Př́ıklad 4. Spočtěte počet koster úplného grafu Kn za použit́ı věty o determinantu Laplaciánu.

Př́ıklad 5. Spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu Kn,m za použit́ı věty o determinantu
Laplaciánu.

Př́ıklad 6. Dokažte, že pro každý graf G a jeho hranu e plat́ı τ(G) = τ(G − e) + τ(G : e), kde
G : e znač́ı graf vzniklý z G kontrakćı hrany e (odstrańıme e a ztotožńıme jej́ı vrcholy, přičemž
odstrańıme vzniklé smyčky, ale ponecháme př́ıpadné násobné hrany).

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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