Kombinatorika a grafy 1 — 10. cviceni®

5. prosince 2024

1 Pocty koster

Kostra v grafu G = (V, E) je stromem T = (V,E’) s E' C E. Neboli T je souvislym podgrafem
grafu G na stejné mnoziné vrcholu a T navic neobsahuje cyklus. Graf ma kostru pravé tehdy, kdyz
je souvisly. Pro graf G ozna¢me jako k(G) pocet koster grafu G.

Cayleyho vzorec. Pro kazdé celé c¢islo n > 2 je pocet koster uplného grafu K, na n wvrcholech
roven n™ 2. Neboli k(K,) = n"2

Také uz vime, 7e pocet koster tiplného grafu K, bez jedné hrany je roven (n — 2)n"~3 a pocet
koster plného grafu K,, obsahujicich pevné zvolenou hranu je 2n™ 3.

Piiklad 1. Spoctéte pocet koster v ndsledujicich grafech:

(a) K, + e, tedy grafu K,, s jednou podrozdélenou hranou e,

(b) K, + E, tedy grafu K,, se viemi hranami podrozdélenymi,

(c) Cp ®e Cp, tedy dvou cykli slepenych spolecnou hranou e,
Priklad 2. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu K .

Piiklad 3. Spoctéte pocet koster grafu, ktery vznikne slepenim iplnijch grafi K, a K, pres
spole¢nou hranu.

Laplacidan grafu G = ({1,...,n}, E) je n x n matice L(G) = (Li;);'j—1, kde

dege;(i), pokud i = j,
Lij=4—1, pokud {%,j} € E,

s

0, jinak.
Kirchhoffova véta. Pro kazdy graf G = ({1,...,n}, E) plati k(G) = det(L(G)"1), kde L(G)!
znaci matici L(G) bez pruniho 7ddku a bez pruniho sloupce.
Priklad 4. Spoctéte pocet koster uplného grafu K, za pouZiti véty o determinantu Laplacidnu.

Priklad 5. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu K, ,, za pouZiti véty o determinantu
Laplacianu.

Piiklad 6. Dokazte, Ze pro kazdy graf G a jeho hranu e plati 7(G) = 7(G —e) + 7(G : e), kde
G : e znaéi graf vznikly z G kontrakcei hrany e (odstranime e a ztotoZnime jeji vrcholy, pricemz
odstranime vzniklé smycky, ale ponechame pripadné ndsobné hrany).

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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