Kombinatorika a grafy 1 — 9. cviceni*

8. prosince 2022

1 Pocty koster

Kostra v grafu G = (V, E) je stromem T = (V,E’) s E' C E. Neboli T je souvislym podgrafem
grafu G na stejné mnoziné vrcholi a T navic neobsahuje cyklus. Graf ma kostru pravé tehdy, kdyz
je souvisly. Pro graf G ozna¢me jako k(G) pocet koster grafu G.

Cayleyho vzorec. Pro kazdé celé c¢islo n > 2 je pocet koster uplného grafu K, na n wvrcholech
roven n" 2. Neboli k(K,) =n""?2

Laplacidn grafu G = ({1,...,n}, E) je n x n matice L(G) = (L; ;) kde

hi=1>
deg (i), pokud i = j,
L;j =4 -1, pokud {i,j} € E,
0, jinak.
Kirchhoffova véta. Pro kazdy graf G = ({1,...,n}, E) plati k(G) = det(L(G)'1), kde L(G)"!
znaci matici L(G) bez proniho rddku a bez proniho sloupce.
Z prednésky také vime, ze pocet koster tiplného grafu K,, bez jedné hrany je roven (n—2)n" =3
a pocet koster uiplného grafu K,, obsahujicich pevné zvolenou hranu je 2n™ 3.

Priklad 1. Spoctéte pocet koster v ndsledugicich grafech:

(a) K, < e, tedy grafu K,, s jednou podrozdélenou hranou e,

(b) K, + E, tedy grafu K,, se vSemi hranami podrozdélenymi,

(c) Cp ®e Cp, tedy dvou cykli slepenych spolecnou hranou e,

Piiklad 2. Spoctéte pocet koster iplného grafu K, za pouZiti véty o determinantu Laplacidnu.

Piiklad 3. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu K, ,, za pouZiti véty o determinantu
Laplacianu.

2 Pocitani dvéma zpusoby

Pocitani dvéema zpusoby je metoda dukazu v kombinatorice, kde odhadujeme nezndmou x pomoci
odhadu jiné nezndmé z, které umime urcit dvéma zpusoby: jeden za pouziti z a druhy pfimym
vypoctem. Zkombinovanim obou odhadu pro z poté dostdvame odhad pro hledané x.

Priklad 4. Na détském tdabore je 15 déti, kazdy den maji tri déti sluzbu v kuchyni, a plati, Ze
kazdd dvojice déti ma prdvé jednou spolecnou sluzbu. Kolik dni trvd tabor?

Priklad 5. Pri zdpoctové pisemce kazZdy student vyresil aspon tretinu vsech uloh a navic vétsina
studentu vyresila asponi dvé tretiny dloh. UkaZle, Ze v pisemce existuje dloha, kterou vyresila vétsina
studentii.

Priklad 6. Pole mrizky 21 x 21 jsou obarvena tak, Ze v kazZdém vddku i sloupci se vyskytuje
nejuyse 5 ruznych barev. Ukazte, Ze se nékterd z barev vyskytuje ve trech Tddcich a zdrovern i ve
trech sloupcich.

Piiklad 7. Necht mdme rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou viechny stény trojihelniky.
Predpoklddejme, Ze vrcholy G jsou obarveny tiemi barvami (nemusi se nutné jednat o korekind
obarvent, tj. muZe existovat hrana s obéma koncovymi vrcholy stejné barvy). Ukazle, Ze pocet stén,
na jejichZ vrcholech jsou pouZity vSechny tii barvy, je sudy.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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