Kombinatorika a grafy 1 — 8. cviceni*

1. prosince 2022

1 Grafova souvislost

Hranovy fez v grafu G = (V, E) je mnozina hran F C E takové, ze graf (V, E \ F) je nesouvisly.
Vrcholovy ez v grafu G je mnozina vrchola A C V takova, ze graf (V\ A, EN (V;A)) je nesouvisly.
Hranovd souvislost k.(G) grafu G je velikost nejmensiho hranového fezu v G a 1, pokud G = K;.
Vircholovou souvislost k,(G) grafu G definujeme jako n — 1, je-li G uplny graf K,, s n > 2, jako 1
pro G = K a jako velikost nejmensiho vrcholového fezu v G jinak. Graf G je hranové t-souvisly
pro t € Ny, pokud plati k.(G) > t a vrcholové t-souvisly, pokud plati k,(G) > t.

7 ptrednasky vime, ze odebranim hrany vrcholova ani hranova souvislost nevzroste a klesne
nanejvys o jedna.

Usaté lemma. Graf je vrcholové 2-souvisly prdvé tehdy, kdyz jde dostat z cyklu lepenim usi.
Piiklad 1. Najdéte priklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, Ze
(a) hranovd souvislost G klesne (vzroste) o libovolné velké predem dané cislo.

(b) wvrcholovd souvislost G vzroste o libovolné velké predem dané c&islo. O kolik muZe vrcholovd
souvislost klesnout po odebrdni vrcholu?

Priklad 2. Rozhodnéte, zda je kaZdy souvisly graf se sudymi stupni a s neprdzdnou mnoZinou hran
(a) vrcholové 2-souvisly,
(b) hranové 2-souvisly.

Piiklad 3. Pro k € N oznacme jako B* mnoZinu bindrnich tetizki délky k. Uvaime graf Qi =
(V,E), nazgvany k-krychle, ve kterém V = B* a {u,v} € E prdvé tehdy, kdy? se retizky u a v lisi
na pravé jedné pozici. Ukazte, Ze k,(Qr) = k.

Piiklad 4. Bud G kriticky 2-souvisly graf, to znamend, Ze je vrcholové 2-souvisly, ale Zddny z
grafi G — e pro libovolné e € E(G) nent vrcholové 2-souvisly.

(a) Dokazte, Ze alespori jeden vrchol G md stupen 2.
(b) Pro kazdé n > 2 wved'te priklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespori n.
Piiklad 5. Dokdzete vymyslet variantu Usatého lemma pro hranovou 2-souvislost?

Piiklad 6. Orientovany graf je silné souvisly, pokud se z kazdého vrcholu jde dostat do kaZdého
po orientované cesté. Dokazte, Ze graf je hranové 2-souvisly pravé tehdy, kdyz jej lze zorientovat
tak, zZe vysledny orientovany graf je silné souvisly.

Hint: mize se hodit Priklad[3

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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