Kombinatorika a grafy 1 — 6. cviceni*
10. listopadu 2022
1 Toky v sitich

Sit je usporadand ¢tvefice (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli E CV xV, 2z a s
jsou dva rtizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R{ je funkce ohodnocujici
hrany. Tok v siti je kazdd funkee f: E — R spliujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a

St = Y fow
v:(u,v)EE vi(v,u)EE
pro kazdy vrchol w € V mimo stok a zdroj. Velikost toku je
’LU(f): Z f(Z,U)— Z f(’U,Z).
vi(z,v)EE v:(v,z)EE
Rezem nazveme podmnozinu E, po jejimz odstranéni neexistuje orientovand cesta ze zdroje do
stoku. Kapacita Tezu R je c(R) =} . c(e).
Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznacime r(e) = c(e) — f(e) pro hranu e

orientovanou po sméru P a r(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak
zlepsugici, pokud vSechny jeji hrany maji kladnou rezervu.

Algoritmus 1.1: FORD—FULKERSON(G)

f < nulovy tok
while existuje zlepsujici cesta P ze z do s
€p < min.ep(p) r(e)
do ( Zvetsime tok f podél P o ep (kazdé hrané e po sméru zvétsime
f(e) a hrandm proti sméru zmensime f(e)).
Vraf tok f.

Priklad 1. Najdéte Fordovym—Fulkersonovym algoritmem tok mazimdlni velikosti v ndsledujict
siti. Naleznéte také rez minimdini kapacity a ovérte tak, Ze dany tok md skuteéné mazimdlni veli-
kost.

Piiklad 2. (a) Najdéte sit (a posloupnost pouZitijch zlepsugicich cest), na které F.-F. algoritmus
nedospéje ke spravnému vysledku, pokud mu povolime pouzivat jen orientované zlepsujict cesty.

(b) Najdéte posloupnost siti (a posloupnosti pouZitijch zlepsugjicich cest), na které md F.-F. al-
goritmus exponencidlni casovou sloZitost (vzhledem k poctu bitd potrebnych k uloZeni grafu a
kapacit).

Priklad 3. Pri hleddni maximdlniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale miiZe stdt,
Ze budeme potrebovat néjaké kapacity pritadit i vrcholim (,vrcholem v nesmi protéct vic nez x
litri tekutiny za jednotku casu®). Jak najit mazimdlng tok spliujici i tuto podminku?

Piiklad 4. Ukazte, Ze problém hledani maximdalniho toku v siti, kterd md vice zdroji a vice stoku,
lze redukovat na pripad s jednim zdrojem a jednim stokem.

Piiklad 5. Dokaste, Ze pocet toki mazimdini velikosti je v kazdé siti bud jedna nebo je nekonecny.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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