Kombinatorika a grafy 1 — 4. cviceni*

27. Fjna 2022

1 Vytvorujici funkce potreti a naposledy

Vytvorugici funkei posloupnosti (ag, a1, as,...) je mocninnd fada . -, a,z™. Napiiklad funkce
ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Priklad 1. Blokovéa fontana je uspordddni mincu do 7ddki tak, Ze mince v kaZdém radku tvori sou-
visly blok a v kaZdém vyssim Fddku se kazdd mince dotykd prdvé dvou minci pod ni; viz Obrdzek[1}
Pron >0 bud f, pocet blokovijch fontdn s n mincemi ve spodnim 7dadku (fo =1).

(a) (*) Urcete vytvorujict funkci f(z) =Y 0" fnx™.

(b) Dokazte, Ze f,, = Fop—1 pron > 1, kde Fy, je Fibonacciho ¢islo uréené predpisem Fy = 1, Fy = 1
a Fyyo = Fry1 + Fy, fork>1.

Obrézek 1: Piiklad blokové fontany s 11 mincemi ve spodnim fadku.

Priklad 2. Uvazme ndhodnou prochdzku v Z zacinajici v pocdtku, kde se v kazdém kroku m =
1,2, ... rozhodneme ndhodné uniformné nezdvisle, zda budeme pokracovat doleva ¢i doprava.

(a) Pron € N urdete pravdépodobnost us, jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime do pocdtku.
(b) Urcete vytvorugict funkci u(z) = >  uanaz™.

(c) Necht pron € N je fo, pravdépodobnost jevu, Ze se po 2n krocich se vrdtime poprvé do pocdtku.
Dokazte, zZe pron € N, fo =0 a ug =1 plati

Uan = foUon + fouon—2 + -+ fonuo.

(d) Za pouziti vysledki z predeslyjch édsti uréete vytvorujict funkci f(x) = >.0° o fona™ a jeji
koeficienty fan (a tedy i pravdépodobnosti, Ze se poprvé vrdtime do poédtku po 2n krocich).

(e) Ukazte, Ze suma f(1) = " fon konverguje a za pouZiti tohoto faktu ukazte, Ze pravdépodobnost
ndvratu do pocdtku se rovnd jedné.

Priklad 3. S pomoct vytvorujicich funkci sec¢téte ndsledugjici Tady.
n n 2
(@) > k=0 (k) ’
(b) Yok (3)-
Necht a(z) = 307y anz™, b(z) =3 0" bz, a € Rak eN.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Zakladni operace s mocninnymi radami:

a(z) + b(x) (ag + bo,a1 + by,a2 + ba,...)

aa(x) (ag, aay, aas, . ..)

a(ax) (ag, aay, d?ag, ..., dla;,...)

zFa(x) (0,...,0,a9,a1,asz,...) (k nul na zac¢dtku)
a(z*) (ao,0,...,0,a1,0,...) (stiidavé k — 1 nul)
a(w)faof'_;;ak*wk_l (ak, A1, Aty - - -)

a () (a1,2a9,3as, ..., ia;,...)

o a(t)dt (0,00, %, %, ..., %,...)

a(z)b(z) (co,c1,¢2,...), kde ¢ = D)o arbn—k
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