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27. ř́ıjna 2022

1 Vytvořuj́ıćı funkce potřet́ı a naposledy

Vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (a0, a1, a2, . . .) je mocninná řada
∑∞

n=0 anx
n. Např́ıklad funkce

1
1−x je vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (1, 1, 1, . . .).

Př́ıklad 1. Bloková fontána je uspořádáńı minc̊u do řádk̊u tak, že mince v každém řádku tvoř́ı sou-
vislý blok a v každém vyšš́ım řádku se každá mince dotýká právě dvou minćı pod ńı; viz Obrázek 1.
Pro n ≥ 0 bud’ fn počet blokových fontán s n mincemi ve spodńım řádku (f0 = 1).

(a) (*) Určete vytvořuj́ıćı funkci f(x) =
∑∞

n=0 fnx
n.

(b) Dokažte, že fn = F2n−1 pro n ≥ 1, kde Fk je Fibonacciho č́ıslo určené předpisem F1 = 1, F2 = 1
a Fk+2 = Fk+1 + Fk for k ≥ 1.

Obrázek 1: Př́ıklad blokové fontány s 11 mincemi ve spodńım řádku.

Př́ıklad 2. Uvažme náhodnou procházku v Z zač́ınaj́ıćı v počátku, kde se v každém kroku n =
1, 2, . . . rozhodneme náhodně uniformně nezávisle, zda budeme pokračovat doleva či doprava.

(a) Pro n ∈ N určete pravděpodobnost u2n jevu, že se po 2n kroćıch se vrát́ıme do počátku.

(b) Určete vytvořuj́ıćı funkci u(x) =
∑∞

n=0 u2nx
n.

(c) Necht’ pro n ∈ N je f2n pravděpodobnost jevu, že se po 2n kroćıch se vrát́ıme poprvé do počátku.
Dokažte, že pro n ∈ N, f0 = 0 a u0 = 1 plat́ı

u2n = f0u2n + f2u2n−2 + · · ·+ f2nu0.

(d) Za použit́ı výsledk̊u z předešlých část́ı určete vytvořuj́ıćı funkci f(x) =
∑∞

n=0 f2nx
n a jej́ı

koeficienty f2n (a tedy i pravděpodobnosti, že se poprvé vrát́ıme do počátku po 2n kroćıch).

(e) Ukažte, že suma f(1) =
∑∞

n=0 f2n konverguje a za použit́ı tohoto faktu ukažte, že pravděpodobnost
návratu do počátku se rovná jedné.

Př́ıklad 3. S pomoćı vytvořuj́ıćıch funkćı sečtěte následuj́ıćı řady.

(a)
∑n

k=0

(
n
k

)2
,

(b)
∑n

k=0 k ·
(
n
k

)
.

Necht’ a(x) =
∑∞

n=0 anx
n, b(x) =

∑∞
n=0 bnx

n, α ∈ R a k ∈ N.

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Základńı operace s mocninnými řadami:

a(x) + b(x) (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)

αa(x) (αa0, αa1, αa2, . . .)

a(αx) (a0, αa1, α
2a2, . . . , α

iai, . . .)

xka(x) (0, . . . , 0, a0, a1, a2, . . . ) (k nul na začátku)

a(xk) (a0, 0, . . . , 0, a1, 0, . . .) (stř́ıdavě k − 1 nul)

a(x)−a0−···−ak−1x
k−1

xk (ak, ak+1, ak+2, . . .)

a′(x) (a1, 2a2, 3a3, . . . , iai, . . .)∫ x

0
a(t) dt (0, a0,

a1

2 ,
a2

3 , . . . ,
ai

i+1 , . . .)

a(x)b(x) (c0, c1, c2, . . .), kde cn =
∑n

k=0 akbn−k
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