Diskrétni matematika
Zadani domacich ukolu

4. ledna 2021

1 Zadéano 5. 10. 2020 (Termin odevzdani 19. 10. 2020)

Priklad 1. Chceme rozldmat tabulku cokolady s m x n dilky na jednotlivé dilky. Kolik nejméné
rozlomend je na to potreba? A kolik nejvice? [4]

Priklad 2. Jaky je pocet slov délky n nad abecedou {A, B}, ve ktergch se nevyskytuji dvé po sobé
jdouct pismena B? [3]

Piiklad 3. Alice si prinesla tri svoje vlastni Sestisténné kostky (Cervenou, Zlutou a modrou) a
chece si s vami zahrdt hru, ve které budete kazdy hdzet svou na zacédtku vybranou kostkou, pricemsz
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kterou pak budete celou dobu hdzet. Kostky jsou spravedlivé, na cervené jsou dvé trogky, dvé cétyrky
a dvé osmicky, na Zluté jsou dvé jednicky, dvé pétky a dvé devitky a na modré jsou dvé dvojky, dvé
Sestky a dvé sedmicky. Jakou kostku byste si zvolili? [3]

Piiklad 4. Dokaste indukci, Ze pro kaZdé n € N je (n® —n) délitelné péti. [3]

2 Zadéano 19. 10. 2020 (Termin odevzdani 2. 11. 2020)

Priklad 5. Najdéte priklad dvojice relaci (R, S) na X takové, Ze R i S jsou tranzitivng, ale RUS,
R\ S ani RAS tranzitivni nejsou. Operace symetricky rozdil RAS vybere proky, které se vyskytugi

v pravé jedné z mnozin R a S, formdlné RAS = (R\ S)U (S \ R). [4]
Piiklad 6. Dokaste, Ze plati RoR™! = Ax, je-li relace Ro R™! reflexivni a slabé antisymetrickd.
Symbolem Ax znacime nejmensi reflexioni relaci na mnoziné X : [4]

Ax ={(z,z) |z € X}.

Piiklad 7. Dokazte, Ze usporddand mnoZina (N \ {1} ,|) md nekoneéné mnoho minimdlnich pruki.
O kterd cisla se jednd? Nakreslete prislusny Hasseuv diagram na prvcich 2,3, ...,15. [3]

Piiklad 8. Nakreslete Hassetv diagram édstecné usporddané mnoziny ({273': k,1 € N} ,|) (mno-
Zina cisel délitelngch pouze 2 a 3 usporddand relaci délitelnosti). [3]

3 Zadano 2. 11. 2020 (Termin odevzdani 16. 11. 2020)

Piiklad 9. Nechf k, n jsou prirozend ¢isla. Dokazte, Ze ¢islo (kn)! je délitelné cislem (k1)". [4]
Hint: zkuste wvdzit kombinatorickou interpretaci.

Ptiklad 10. Pro n > 100 rozhodnéte, éeho je vice: [3]

(a) zobrazeni z n-prvkové mnoZiny do triprvkové mnoZiny, nebo

(b) Fetézei délky & v uspordddni ({1,2,...,n},<)? Retézec v édstecné usporddané mnozine (X, <)
je mnozina Y C X takovd, Ze kaZdé dva prvky vY jsou v < porovnatelné.

Své rozhodnuti srozumitelné zduvodnéte, samotnd nerovnost je témér bezcennd.

Piiklad 11. Pro viechna celd éisla n > r > 1 dokazte, Ze plati [4]

r r+1 n n+1
()= (7)== 0)-C)
r r r r+1
(Pozor! Pri postupu matematickou indukci podle n pri pevném r nestaci jako zacdtek indukce zvolit

n=r=1.)

Priklad 12. Kolik existuje k-prvkovych podmnozin mnoZiny {1,2,...,n}, v nichZ se nevyskytuji
Zdadnd dvé po sobé jdouct ¢isla? [6]



4 Zadano 23. 11. 2020 (Termin odevzdani 7. 12. 2020)

Piiklad 13. Necht 5 (n) znaci pocet permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoZiné. Dokazte
vztah [3]

é(n):n!—né(n—l)—(Z)é(n—Z)—---—( " )5(1)—1.

n—1

Piiklad 14. Méjme mnozinu S velikosti n. Ukazte, Ze pocet jejich podmnoZin, které magi lichou
velikost, se round poctu jejich podmnozin sudé velikosti. Jakému ¢islu se dany pocet rovnd?  [3]

Priklad 15. Méjme ¢isla v, m, n € N takovd, Ze plati r < m < n. Kombinatorickou interpretact
dokazte, Ze plati [3]

() =00
5 Zadano 7. 12. 2020 (Termin odevzdani 21. 12. 2020)

Priklad 16. Naleznéte chybu v nasledujicim dikazu tvrzeni ,Kazdy graf s alesporni tremi vrcholy
a se viemi stupni velikosti alespori dva obsahuje cyklus Cs.“ (4]

Diikaz. Postupujeme indukei podle poétu vrcholi n. Tvrzeni plati v piipadé n = 3, protoze dany
graf mize byt jen Cz. Uvazme indukéni krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech se vSemi stupni
velikosti alesponi dva. Pro G tvrzeni plati z indukéniho piredpokladu a tedy obsahuje C5. Vytvoiime
z G novy graf G’ na n vrcholech pfiddnim nového vrcholu, ktery je incidentn{ s alespor dvéma
vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus C3, tak jej G’ obsahuje také. O

Piiklad 17. Pro kaZdou dvojici pFirozengch éisel n, k, kterd splnuje podminky n > k+1 a 2 | kn,
sestrojte k-reguldrni graf na n vrcholech. Graf je k-requldrni, magi-li vSechny jeho vrcholy stupen

k. 3]

Piiklad 18. Nechtf T je strom s aspori dvéma vrcholy takovy, Ze pro kazdou jeho hranu e maji obé
komponenty v T — e lichy pocet vrcholi. Dokazte, Ze potom md kazdy vrchol v T lichy stuperi. [4]

Pi#iklad 19. Nechf T je strom s n > 2 vrcholy. Nechf p;, i € N, oznaéuje pocet vrcholii v T stupné
i. Ukazte, Ze plati [3]

p1—p3—2ps— - — (N —=3)pp_1 =2.

Piiklad 20. Necht Ty, T, ..., Ty, jsou podstromy stromu T takové, Ze kazdé dva maji neprdzdny
spolecny prunik. Ukazte, Ze potom existuje vrchol spoleény vsem podstromum T;, i = 1,2,... k. [5]

6 Zadano 21. 12. 2020 (Termin odevzdani 4. 1. 2021)

Priklad 21. Dokazte, zZe pro kazdijch n jevu Aq, ..., A, v koneéném pravdépodobnostnim prostoru
plati [3]

P(UL14i) < iP(Ai)'
i=1

Uved'te formdlni dikaz zaloZensj na definici pravdépodobnostniho prostoru.

Priklad 22. Dokazte, Ze v konecném pravdépodobnostnim prostoru (2, P), ve kterém je || prvocislo
a ve kterém maji viechny elementdrni jevy stejnou pravdépodobnost, neexistuji dva netrividlni

nezdvislé jevy. Za trivialni jevy oznacujeme jevy 0 a €. [4]
Piiklad 23. Necht 7 je permutace mnoziny {1,...,n} vybrand uniformné ndhodné z mnoziny S,
vsech takovych permutaci. Oznaéme jako X (m) pocet pevnych bodi m, tedy pocet i € {1,...,n} s
(i) = 4. Uréete E[X]. [3]

Piiklad 24. Dokaste, Ze v konecném pravdépodobnostnim prostoru (2, P) plati E[X?] > E[X]?
pro kaZdou ndhodnou velicinu X na Q. Jako E[X?] znacime vijraz . ,cq X (w)?P({w}). (4]
Hint: Dokaste 0 < E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]2.



7 Zadano 4. 1. 2021 (Termin odevzdani 18. 1. 2021)

Piiklad 25. Urcete distribucéni funkci, stredni hodnotu a rozptyl Poissonova rozdéleni, cozZ je

rozdélent ndhodné veliciny X, kterd nabyvd hodnot k = 0,1,... s pravdépodobnostmsi e_)‘)‘k—l!c, kde

A> 0. [4]
Hint: Pri pocitdni se miiZe hodit védet, ze E[X?] =E[X(X —1)] +E[X] ae® = 7o, "Z—’:

Priklad 26. Méjme posloupnost X1, Xa, ... nezdporngch ndhodnijch veli¢in takovijch, zZe E[X,],

Var[X,,] > 0 pro kaZdé n € N a
Var[X,,]

oo X2
Dokzte, ze [4]

lim P(X, > 0)=1.

n— oo
Hint: C’eby§evova nerovnost.
Piiklad 27. Jako kovarianci dvou ndhodngjch velicin X oY oznacme

Cov[X,Y] = E[(X — E[X))(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

(rozmyslete si, Ze wvedeny vztah skutecné plati). Dokazte, Ze pro ndhodné veliciny X1,...,X,
plati [3]
n n n n
Var in] = ZVar[Xi] + Z Z Cov[X;, X;].
i=1 i=1 i=1 j=1,j#i
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