Diskrétni matematika — 9. cviceni

29. listopadu 2018

1 Zaklady pravdépodobnosti podruhé

Rozdéleni ndhodné veliciny X je funkce z R do [0, 1] piitazujici kazdému v € R hodnotu P(X =
v) = P({z € Q: X(2) = v}). Distribucni funkce ndhodné veliciny X je funkce z R do [0, 1]
prifazujici kazdému v € R hodnotu P(X <wv) = P({z € Q: X(2) < v}). Rozptyl ndhodné veliciny
X je definovan jako Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?.

Markovova nerovnost. Pro nezdpornou ndéhodnou velicinu X se stiedni hodnotou E[X] =m >0
plati pro kazZdé redlné cislot > 0

P(X >tm) <

1
—t
Cebysevova nerovnost. Pro nezdpornou ndhodnou veli¢inu X se stiedni hodnotou E[X] = m
plati pro kazZdé rediné cislo t > 0

P(1X —m = 0/ VarlX]) < 5.

Priklad 1. Urcete distribucéni funkci, stiedni hodnotu a rozptyl ndsledujicich rozdélend.

(a) Nula-jednickové rozdéleni: rozdéleni ndhodné wveliciny X, kterd nabyvd jen hodnot 0 a 1 s
pravdépodobnostmi 1 — p a p pro néjaké p € (0,1).

(b) Binomické rozdélent: rozdéleni ndhodné veliciny X, kterd nabyvd hodnot k = 0,1,...,n s
pravdépodobnostmi (7)p*(1 — p)"~*, kden € N ap € (0,1).

Hint: Pri pocitdni rozptylu se mize hodit védét, ze E[X?] = E[X (X — 1)] + E[X].

(c) Poissonovo rozdéleni: rozdéleni nahodné veliciny X, kterd nabgvd hodnot k = 0,1, ... s pravdeé-
—AAF

podobnostmi e”" 77, kde A > 0.

Hint: Pri pocitdni se mize hodit védeét, ze e* =% ;- ’”k—]:
Priklad 2. Méjme n bodu v roviné, kde Zadné tri nelezi na spolecné primce. Mezi kaZdgmi dvéma
body nakreslime tsecku s pravdépodobnosti 1/2.

(a) Pro k € {1,...,n}, jakd je stredni hodnota poctu X, k-tic dangch bodiu takoviych, Ze mezi
kazdym pdrem bodu této k-tice je nakreslend usecka?

(b) Pro jak velké k = k(n) témeér jisté nenajdeme Zddnou k-tici takovych bodi? Neboli pro jak velké
k =k(n) jelim, o, P(X, >1)=07?

Hint: Markovova nerovnost.

Priklad 3 (*). Monty Hall problem: Jste v televizni soutézi, ve které si jako vighru muZete odnést
nové auto. Problémem je, Ze auto je schované za jednémi ze tri dveri, za kaZdymi s toutéZ pravdeé-
podobnosti, a za zbylymi dvéma dvermi je jen kupka hnoje. K ziskdni auta musite ukdzat na dvere,
za kterymi je auto schované. Na rozdil od moderdtora soutézZe nevite, které to jsou, a tak si vyberete
uniformné ndhodné jedny z nich. Moderdtor poté zvoli jedny ze dveri, které jste nevybrali, a odhal,
Ze za nimi byla schovand kupka hnoje (md-li moderdtor na vybér z vice dvers, které odhalit, také
st vybere uniformné nahodné). Poté vam dd moznost si svou volbu rozmyslet a pripadné ukdzat
na druhé jesté neoteviené dvere. Za predpokladu, Ze radéji vyhrajete nové auto neZ kupku hnoje,
vyuZijete jeho nabidku?

Priklad 4. Dokazte, Ze pro kazdé m > 1 plati

2m\ 22m
m )~ 4y/m+2
Hint: Uvazte ndhodnou veli¢inu X, kterd je souc¢tem 2m ndhodnych veli¢in nabyvajicich hodnot
0 a1 s pravdépodobnosti 1/2 a pouzijte Cebysevovu nerovnost.



Priklad 5. Méjme posloupnost X1, Xo, ... nezapornych ndhodnyjch veli¢in takovych, Ze

lim Var[X,,]

Jim g =0

Dokzte, ze
lim P(X, >0)=1.

n— oo

Hint: C’eby§evova nerovnost.
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