
Diskrétńı matematika – př́ıklady na 1. cvičeńı∗

4. ř́ıjna 2018

1 Výroky

Př́ıklad 1. Necht’ M je množina osob př́ıtomných v posluchárně a necht’ W (x, y) znamená: osoba
x zná př́ıjmeńı osoby y. Zkoumejte platnost výrok̊u

∀x ∈M ∃y ∈M : W (x, y) ;
∀y ∈M ∃x ∈M : W (x, y) ;
∃x ∈M ∀y ∈M : W (x, y) ;
∃y ∈M ∀x ∈M : W (x, y) .

Př́ıklad 2. Plat́ı výrok

¬ (∀x ∈ R ∃y ∈ R ∀z ∈ R : (z > y ⇒ z > x)) ⇔ (∃x ∈ R ∀y ∈ R ∃z ∈ R : (z > y & z ≤ x))?

2 Matematická indukce

Př́ıklad 3. Dokažte matematickou indukćı platnost následuj́ıćıch vztah̊u pro každé n ∈ N

(a) 12 + 22 + · · ·+ n2 = 1
6n (n + 1) (2n + 1).

(b)
∑n

i=1 i
3 = (

∑n
i=1 i)

2
.

Př́ıklad 4. Uvažme Fibonacciho posloupnost {Fn}n∈N, což je posloupnost splňuj́ıćı rekurentńı
podmı́nky F1 = F2 = 1 a Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 3. Ukažte, že plat́ı

n∑
i=1

Fi = Fn+2 − 1.

Př́ıklad 5. Mějme šachovnici o rozměrech 2n×2n pro n ∈ N, na které chyb́ı jedno rohové poĺıčko.
Ukažte, že je možné ji celou vydláždit dlaždicemi následuj́ıćıho tvaru:

Př́ıklad 6. Mějme n př́ımek v obecné poloze v rovině (tj. žádné tři se neprot́ınaj́ı v jednom bodě a
žádné dvě nejsou rovnoběžné). Ukažte, že rovina je těmito př́ımkami rozdělena na 1

2n (n + 1) + 1
část́ı.

Př́ıklad 7. Najděte chybu ve zmı́něném d̊ukazu tvrzeńı: Necht’ p1, . . . , pn je n ≥ 2 r̊uzných př́ımek
v rovině, z nichž žádné dvě nejsou rovnoběžné. Potom všechny tyto př́ımky maj́ı společný bod.

D̊ukaz. Postupujeme indukćı. Pro n = 2 tvrzeńı plat́ı. Necht’ plat́ı pro n a mějme n + 1 př́ımek
p1, . . . , pn+1. Z indukčńıho předpokladu maj́ı př́ımky p1, p2, . . . , pn společný bod x. Podobně př́ımky
p1, p2, . . . , pn−1, pn+1 maj́ı společný bod y. Př́ımka p1 lež́ı v obou skupinách, proto obsahuje jak x,
tak y. Totéž plat́ı pro pn−1. Poněvadž p1 a pn−1 jsou r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se tedy jen v jednom
bodě, plat́ı x = y. Takže všechny př́ımky p1, . . . , pn+1 maj́ı společný bod.

Př́ıklad 8 (*). Na ostrově žije 1000 domorodc̊u, z nichž 900 má hnědé a 100 modré oči. Každý
domorodec vid́ı barvu oč́ı všech ostatńıch, ale nezná tu svoji. Jejich náboženstv́ı jim zakazuje se o
barvě oč́ı bavit a dozv́ı-li se nějaký domorodec, že má modré oči, pak se muśı následuj́ıćı den zab́ıt.
Jednoho dne kmen navšt́ıvil cestovatel neznalý mı́stńıch zvyklost́ı, který při svém odjezdu neopatrně
prohlásil:

”
To jsem rád, že vid́ım osobu s modrýma očima.“. Jaký vliv bude mı́t tato poznámka na

domorodce?
∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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(a) Nestane se nic, protože cestovatel nepřinesl žádnou novou informaci. Každý člověk z kmene jǐz
před jeho návštěvou věděl, že někteř́ı z mı́stńıch maj́ı modré oči.

(b) Po 100 dnech všichni modrooćı domorodci spáchaj́ı sebevraždu. To proto, že daná situace je
speciálńı př́ıpad následuj́ıćı věty, která se dá dokázat matematickou indukćı.

Věta. Necht’ v kmeni žije n ∈ N domorodc̊u s modrýma očima. Potom po n dnech od cestova-
telova odjezdu všech n domorodc̊u s modrýma očima spáchá sebevraždu.

D̊ukaz. Postupujeme indukćı podle n. Pro n = 1 si osamocený modrooký domorodec uvědomı́,
že cestovatel mluvil o něm a zabije se daľśı den. Nyńı uvažme n > 1. Každý modrooký do-
morodec bude uvažovat následovně:

”
Pokud nemám modré oči, pak je na ostrově jen n − 1

osob s modrýma očima a ti podle indukce spáchaj́ı sebevraždu po n−1 dnech od cestovatelova
odjezdu.“ Ale po n − 1 dnech nikdo sebevraždu nespáchá, protože nikdo z nich do té doby
nemá jak zjistit, že je sám modrooký. Pod n− 1 dnech si tak každý z modrookých domorodc̊u
uvědomı́, že sám muśı mı́t modré oči a n-tý den spáchá sebevraždu.

Př́ıklad 9 (*). Indukćı dokažte nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem. Neboli,
že pro každých n kladných reálných č́ısel a1, a2, . . . , an plat́ı

n
√
a1a2 · · · an ≤

1

n
(a1 + a2 + · · ·+ an) .
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