
Diskrétńı matematika — 6. cvičeńı

11. listopadu 2015

1 Kombinatorické poč́ıtáńı a Dirichlet̊uv princip

Dirichlet̊uv princip. Máme přirozená č́ısla n1, . . . , nk a rozděleńı X1, . . . , Xk množiny X, která
má velikost alespoň 1 +

∑k
i=1 (ni − 1). Potom existuje i takové, že plat́ı |Xi| ≥ ni.

Př́ıklad 1. Mějme č́ısla r, m, n ∈ N taková, že plat́ı r ≤ m ≤ n. Dokažte, že plat́ı(
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Př́ıklad 2. Dokažte následuj́ıćı identitu:
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Př́ıklad 3 (*). Kolik existuje k-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n}, v nichž se nevyskytuj́ı
žádná dvě po sobě jdoućı č́ısla?

Př́ıklad 4. Ve studijńım plánu si každý student m̊uže vybrat z celkem 7 předmět̊u. K úspěšnému
dokončeńı semestru muśı každý student splnit aspoň tři předměty. Ukažte, že dokončilo-li úspěšně
semestr 200 student̊u, pak aspoň šest z nich splnilo stejnou trojici předmět̊u.

Př́ıklad 5. Dokažte, že postav́ıme-li v posluchárně 12 židĺı vedle sebe do řady a posad́ıme-li na ně
9 lid́ı (každý člověk sed́ı na právě jedné židli), tak vždy najdeme trojici po sobě jdoućıch obsazených
židĺı.

2 Asymptotická složitost

Mějme nezáporné funkce f, g : N → R. Potom značeńı f(n) = O(g(n)) znamená, že existuj́ı kon-
stanty C > 0 a n0 takové, že pro každé n ≥ n0 plat́ı f(n) ≤ C · g(n). Neboli funkce f roste
asymptoticky nanejvýš tak rychle jako g. Podobně využ́ıváme i následuj́ıćı značeńı:

Značeńı Definice Význam

f(n) = Ω(g(n)) ∃C > 0 ∃n0 ∀n ≥ n0 : f(n) ≥ C · g(n) f roste aspoň tak rychle jako g

f(n) = Θ(g(n))
∃C1 > 0 ∃C2 > 0 ∃n0 ∀n ≥ n0 :
C1 · g(n) ≤ f(n) ≤ C2 · g(n)

f a g rostou asymptoticky stejně

f(n) = o(g(n)) ∀C > 0 ∃n0 ∀n ≥ n0 : f(n) ≤ C · g(n) f roste mnohem pomaleji než g

f(n) ∼ g(n) limn→∞
f(n)
g(n) = 1 f a g jsou asymptoticky rovné

Př́ıklad 6. Seřad’te následuj́ıćı výrazy podle velikosti pro velké n (tedy např́ıklad pro n > 101010

):
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.

Př́ıklad 7. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı výrazy pravdivé.

(a) n! = 2O(n),

(b) n2 + 5n lnn = n2(1 + o(1)) ∼ n2,

(c) nlnn = 2Ω(n),

(d)
∑n

i=1 i
8 = Θ(n9).

Př́ıklad 8. Nalezněte kladné a neklesaj́ıćı funkce f(n) a g(n) definované pro všechna přirozená
č́ısla tak, aby neplatilo f(n) = O(g(n)) a ani g(n) = O(f(n)).
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