Diskrétni matematika — 6. cviceni

11. listopadu 2015
1 Kombinatorické pocitani a Dirichletiv princip
Dirichletav princip. Mdme prirozend ¢isla ny,...,ng a rozdéleni X1, ..., X mnoziny X, kterd
md velikost alesponi 1 + Zle (n; — 1). Potom ezistuje i takové, Ze plati | X;| > n;.

Piiklad 1. Méjme éisla v, m, n € N takovd, Ze plati r < m < n. Dokazte, Ze plati

=0

Priklad 2. Dokazte ndsledujici identitu:

S () =7(")

Piiklad 3 (*). Kolik existuje k-prokovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}, v nichz se nevyskytuji
Zddnd dvé po sobé jdouct ¢isla?

Priklad 4. Ve studijnim plinu si kazdy student muze vybrat z celkem 7 predmétu. K dspésnému
dokonceni semestru musi kazdy student splnit aspon tri predméty. Ukazte, Ze dokoncilo-li uspésné
semestr 200 studentu, pak asponi Sest z nich splnilo stejnou trojici predméti.

Piiklad 5. Dokazte, Ze postavime-li v posluchdrné 12 zidli vedle sebe do Tady a posadime-li na né
9 lidd (kazdy élovek sedi na prdvé jedné zidli), tak vidy najdeme trojici po sobé jdoucich obsazengch
Zidli.

2 Asymptoticka slozitost

Méjme nezdporné funkce f,g: N — R. Potom znac¢eni f(n) = O(g(n)) znamen4, ze existuji kon-
stanty C > 0 a ng takové, ze pro kazdé n > ng plati f(n) < C - g(n). Neboli funkce f roste
asymptoticky nanejvys tak rychle jako g. Podobné vyuzivame i nasledujici znaceni:

Zmaceni Definice Vyznam
f(n)=Q(g(n)) | 3C > 03ngVn > ng: f(n) > C - g(n) f roste aspon tak rychle jako g
34C; > 03C5 > 0 dng Vn > nyg:

f(n) =06(g(n)) Cy - g(n) < f(n) < Cy - g(n) f a g rostou asymptoticky stejné
f(n)=o0(g(n)) | VC > 03ngVn >mng: f(n) <C-g(n) f roste mnohem pomaleji nez g
f(n) ~g(n) limy, 00 % =1 f a g jsou asymptoticky rovné

Piiklad 6. Serad’te ndsledujici vijrazy podle velikosti pro velké n (tedy napriklad pro n > 101010):

22n7 eln3n7 <2n)7 nlnn7 (\/ﬁ)”

n
Priklad 7. Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici vyrazy pravdivé.
(a) n! =200

(b) n? +5nlnn =n%(1 +o(1)) ~ n?,

(C) nnn — 2Q(n);

(@) S0, i® = Ond).

Priklad 8. Naleznéte kladné a neklesagici funkce f(n) a g(n) definované pro viechna prirozend
¢isla tak, aby neplatilo f(n) = O(g(n)) a ani g(n) = O(f(n)).
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