Diskrétni matematika — 2. cviceni™

14. tijna 2015
1 Céasteénd uspoiadéni

Relace = na X se nazyva (¢dstecné) uspordddni, jestlize je reflexivni, slabé antisymetrickd a tran-
zitivni. Pér (X, <) se nazyvé ddstecné usporddand mnoZina.

Mame-li néjaké ¢asteéné usporadani <, tak muzeme definovat odvozenou relaci ostré nerovnosti
< takto: a < b pravé tehdy, kdyz a < b a a # b. Také lze definovat obrdcenou nerovnost, tedy
relaci =, vztahem a > b < b < a.

Hasseuv diagram je zndzornéni ¢astecné uspoiddané mnoziny (X, <), kde kazdy prvek mnoziny
X tvoif bod (vrchol). Dva vrcholy = a y se spoji éarou (hranou) vedenou zdola nahoru od z k y,
jestlize x < y a neexistuje z € X takové, ze x < z < y.

Césteéné usporadani < na X je linedrnd, pokud pro kazdé z,y € X plati < y nebo y < .

Prvek a € X nazyvame minimdlnim prokem (X, =), pokud neexistuje zaddné x € X takové, ze
x < a. Mazimdlni prvek a je definovan podobné (neexistuje zadné x > a).

Prvek a € X nazyvame nejmensim prvkem (X, <), jestlize pro kazdé x € X plati a < =z.
Podobné definujeme nejvétsi prvek (x < a pro kazdé = € X).

Piiklad 1. Uvazme relaci < na mnoziné R3 definovanou predpisem
(a1,b1,c1) = (az,ba,c2) & a1 > az, by > by, c1 < co.
Jednd se o édstecné uspordaddni?

Priklad 2. Nakreslete Hassetv diagram ¢édstecné usporddané mmnoZiny (Q{G’b’c’d}, Q) (usporaddni
inkluzg).

Priklad 3. (a) Ukaste, Ze nejuétsi prvek je mazimding, a ukaZte priklad uspotddané mmnoZiny,
kterd md maximdlni prvek, ale nemd nejvétsi prvek.

(b) Uvazme uspordidanou mnoZinu (N,X), kde © <X y < y | = (. = je délitelné prokem y).
Rozhodnéte, zda md nejmensi prvek. Ma minimalni? MaximdIni? Nejuétsi?

Priklad 4. Dokazte, Ze pro konecné X kazdd cdstecné usporddand mnozina (X, <) obsahuje mi-
nimalni proek.

Priklad 5. Dokazte, Ze pro linedrné usporddané mnoziny je kazdy minimdlni prvek rovnéz nejmenst.

Piiklad 6. Nechtf (X,<), (Y, =) jsou usporddané mnoziny. Rikdme, Ze jsou izomorfni, pokud
existuje bijekce f: X — 'Y takovd, Ze pro kazdé x,y € X plati x <y pravé tehdy, kdyz f (z) < f (y).

(a) Nakreslete viechny navzdjem neizomorfni triprokové édstecné usporddané mnoZiny.
(b) Dokazte, Ze kazdé dvé n-prvkové linedrné usporddané mnoZiny jsou navzdjem izomorfni.

(¢) Najdéte dvé navzdjem neizomorfni linedrni uspordddani mnoZiny N.

2 Funkce

Zobrazend (respektive funkce) f: X — Y je relace f C X x Y takovd, Ze pro kazdé = € X existuje
pravé jedno y € Y, které je v relaci f s . Funkce f: X — Y je

(a) prostd (neboli injektivn?), pokud f(x) # f(z') pro kazdé = # 2/, x,2' € X
(b) na (neboli surjektivni), pokud pro kazdé y € Y existuje z € X takové, ze f(z) = y;

(¢) wvzdjemné jednoznacnd (neboli bijektivni), pokud je prostd a na.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Jsou-li f: X =Y ag:Y — Z funkce, pak jejich sloZeni oznaCujeme jako g o f a jednd se o funkci
h: X — Z danou piedpisem x — g(f(x)). Vsimnéte si, ze sklddani je znacené jinak nez u relaci!

Priklad 7. Najdéte priklad

(a) prosté funkce f:N — N, kterd nent na,

(b) funkce f:N — N, kterd je na, ale neni prostd.

Piiklad 8. Necht f: X —Y a g:Y — Z jsou zobrazeni. Necht go f je prosté.
(a) Rozhodnéte, zda [ musi byjt prosté.

(b) Rozhodnéte, zda g musi byt prosté.
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