Diskrétni matematika — priklady na 11. cviceni*

15. prosince 2015

1 Grafova barevnost

Zobrazeni b:V — {1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G=(V,E), pokud pro kazdou hranu
{u,v} € E plati b(u) # b(v). Barevnost grafu G, oznactovani x(G), je minimdlni pocet barev
nutny k obarveni G. Velikost nejvétsi nezavislé mnoziny grafu G, neboli mnoziny, ve které zadné
dva vrcholy nejsou spojené hranou, zna¢ime a(G).

Jako chromaticky polynom grafu G oznacujeme polynom P, kde Pg (k) oznacuje pocet obarveni
grafu G pii pouziti k barev. Obarveni zde bereme jako rizna i kdyz se lisi jen potadim barev.
Piiklady: pro prdzdny graf E,, na n vrcholech mdme Pg, (k) = k™, pro dplny graf K, dostaneme
Pr, (k)=k(k—1)---(k=n+1).

Priklad 1. Zkuste najit graf G jehoZ barevnost je vétsi nez welikost nejvétsiho uplného grafu,
ktery G obsahuje jako podgraf. Pro zajimavost: jak velkou barevnost dokdZete vynutit v grafu, ktery
neobsahuje K3 ?

Priklad 2. Uvazujme graf Q, (graf n-dimenziondlni krychle), jehoZ vrcholy tvori mnoZinu {0, 1}"
a hrany spojuji vrcholy lisici se prdvé v jedné souradnici. Cemu se rovnd x(Qn)?

Priklad 3. Pro kazdy graf s n vrcholy a m hranami zkuste ukdzat ndsledujici odhady barevnosti:
() X(G) <n—a(G) +1.
(b) X(G) = 225

Priklad 4. Mdme-li poradi vrcholii vy, ..., v, grafu G a mnoZinu barev {1,2,...,k}, tak hladovy
algoritmus obarveni bere vrcholy v tomto potadi a kaZdému priradi minimdlni povolenou barvu.

(a) Ukazte, Ze vidy existuje takové potadi vrcholi, na kterém hladovy algoritmus barveni pouZije
X(G) barev.

(b) Ukazte, ze existuje strom T a poradi jeho vrcholi takové, Ze na ném hladovy algoritmus obarvent
spotiebuje Q(logn) barev.

Priklad 5. Urcete chromaticky polynom cesty P, .
Priklad 6. Dokazte, Ze vsechny stromy na n vrcholech maji stejny chromaticky polynom.

Priklad 7. Pro graf G a jeho hranu e oznacme jako G—e graf, ktery z G vznikne odebrdnim e a jako
G -e oznacme graf, ktery vznikne z G kontrakei hrany e, neboli slepenim jejich koncovijch vrcholi a
odstranénim pripadnych smycek a ndsobnych hran. Dokazte, Ze plati Pg(k) = Pg—e(k) — Pa.c (k).

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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