Diskrétni matematika
Zadani domacich ukolu

9. ledna 2016
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Priklad 1. Dokaste, Ze pokud do ctverce se stranami délky 1 umistime pét bodu, tak vidy mezi
nimi dokdzeme najit dva, které jsou v (Eukleidovské) vzddlenosti nanejuys /2/2. Je mozné nahradit
V2/2 mensim cislem? [2]

Priklad 2. Dokazte, Ze pomoci dvoukorun a pétikorun dokdZeme vyplatit libovolnou cdstku N
korun, kde plat{ N > 4. [2]

Priklad 3. Méjme Sachovnici o rozmérech 2™ x 2™ pro n € N, na které chybi jedno rohové policko.
Ukazte, Ze je mozné ji celou vydldzdit dlaZdicemi ndsledugjiciho tvaru: [3]

Piiklad 4. UvaZme Fibonacciho posloupnost {F,}

coZ je posloupnost spliugici rekurentni

neN’
podminky Fy = Fo =1 a F, = F,_1 + F,,_s pro n > 3. Ukazte, Ze plati [2]
Y Fi=Foo—1.
i=1
Priklad 5. Dokazte indukci, Ze pro kaZdé n € N je (n® —n) délitelné péti. [2]

Priklad 6. Rozhodnéte, pro kterd prirozend n jde Sachovnice n X n vydldzdit dlaZdicemi tvaru ,, L“
pokryvagicimi tri policka. Jsou povolena vSechna ¢tyri otocend. [4]
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Piiklad 7. Najdéte priklad dvojice relaci (R, S) na X takové, Ze R i S jsou tranzitivni, ale RU S,
R\ S ani RAS tranzitivni nejsou. Operace symetricky rozdil RAS vybere proky, které se vyskytugi
v prdvé jedné z mnozin R a S, formdlné RAS = (R\ S)U (S \ R). [3]

Piiklad 8. Dokaste, Ze plati RoR™' = Ax, je-li relace Ro R™! reflexivni a slabé antisymetrickd.
Symbolem Ax znacime nejmensi reflexioni relaci na mnoziné X : [3]

Ax ={(z,z) |z € X}.
Piiklad 9. Zkuste odvodit rekurentnd vzorecek pro pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné.  [4]

Piiklad 10. Dokazte, Ze usporddand mnozina (N\ {1},|) md nekoneéné mnoho minimdlnich
prokid. O kterd ¢isla se jednd? Nakreslete prislusny Hasseuv diagram na prvcich 1,2,...,15.  [2]

Piiklad 11. Nakreslete Hasseiv diagram édstecné usporddané mnoziny ({283':k,1 € N}, |) (mno-
Zina céisel délitelngch pouze 2 a 3 usporddand relact délitelnosti). 2]

Priklad 12. Naleznéte posloupnost 16 prirozengch cisel, kterd neobsahuje monoténni podposloup-
nost délky 5. Dokazte, Ze nalezend posloupnost skutecné funguje. [3]

Piiklad 13. Nechf x je rediné é&islo takové, Ze x + % je celé. DokaZte, Ze potom je pro kazZdé
prirozené n éislo 2™ + X celé. [3]
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Piiklad 14. Necht 3 (n) znaéi pocet permutact bez pevného bodu na n-prvkové mnoZiné. Dokazte
vztah [2]

é(n)zn!—né(n—l)—(Z)é(n—2)—---—( " )5(1)—1.

n—1
Piiklad 15. Dokazte, Ze pro Eulerovu funkci ¢ (n) a nesoudélnd ¢isla m,n € N plati [3]

@(m-n)=¢(m)e(n).
Neboli ukazte, zZe Eulerova funkce je pro dand m a n multiplikationd.

Piiklad 16. Jaky je pocet slov délky n nad abecedou { A, B}, ve kteryjch se nevyskytuji dvé po sobé
jdouct pismena B? [3]

Piiklad 17. Necht k, n jsou prirozend ¢isla. Dokazte, ze (k)" déli (kn)!. [3]
Hint: zkuste uvdzit kombinatorickou interpretaci.

Priklad 18. Kolik ekvivalenci na n-prvkové mnoziné md prdavé k trid? [3]
Hint: vzpomerite si na princip inkluze a exkluze.
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Ptiklad 19. Naleznéte Hamiltonovskou kruznici pro pravidelny dvandctistén. [2]
Priklad 20. Dokazte, Ze Peterseniv graf nemd Hamiltonovskou kruznici. [3]
Piiklad 21. Pro kterd n € N je cyklus C,, izomorfni se sviym dopliikem? [3]

Pi#iklad 22. Odvod’te minimdini a mazimding pocet hran v grafu s n vrcholy a k komponentami
souvislosti. [3]

Priklad 23. Naleznéte chybu v ndsledujicim dikazu tvrzeni ,,KaZdy graf s alesporni tremi vrcholy
a se vSemi stupni velikosti alesport dva obsahuje cyklus Cs. [3]

Diikaz. Postupujeme indukei podle poétu vrcholi n. Tvrzeni plati v piipadé n = 3, protoze dany
graf mize byt jen Cs. Uvazme indukéni krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech, pro ktery tvrzeni
plati. Vytvoiime z né&j novy graf G’ na n vrcholech priddnim nového vrcholu, ktery je incidentni s
alespon dvéma vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus C3, tak jej G’ obsahuje také. O

Piiklad 24. Ukazte, Ze kaZdy souvisly graf G s alespori dvéma vrcholy obsahuje dva rizné vrcholy
u, v, takové, Ze G —u i G — v jsou souvislé. [3]

Priklad 25. Pro kazdou dvojici prirozengch éisel n, k, kterd spliiuje podminkyn > k+1 a2 | kn,
sestrojte k-reguldrni graf na n vrcholech. [3]
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Priklad 26. Sestrojte nekoneéné mnoho grafu, které jsou izomorfni svému dopliiku. [3]

Priklad 27. Necht mdme m,n,k € N. Spoéitejte pocet cykli délky k v grafu K, . [3]

Piiklad 28. Nechtf T je strom s n > 2 wrcholy. Necht p;, i € N, oznacuje pocet vrcholii v T

stupné i. Ukazte, Ze plati [2]
P1—p3s—2ps— - —(n—=3)pp_1 =2.

Priklad 29. Dokazte, Ze vsechny stromy na n vrcholech maji stejny chromaticky polynom. [2]
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Priklad 30. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené n existuje nanejuys 4™ neizomorfnich stromu.  [3]
Hint: Muze se hodit kédovani stromu podle bindrnich Tetizki z predndsky.

Priklad 31. Ukazte, Ze graf na n vrcholech s k komponentami souvislosti je lesem prdvé tehdy,
kdyz md n — k hran. [3]

Piiklad 32. Spoctéte pocet koster grafu, ktery vznikne slepenim uplngjch grafi Ks o K4 pres
spoleénou hranu. [3]

Piiklad 33. Graf G je kriticky k-obarvitelny, pokud x(G) = k a kaZdy jeho podgraf H C G je
jiz (k — 1)-obarvitelny. Necht §(H) oznacuje minimdlni stupeni grafu H. Ukazte, Ze je-li H kriticky
k-obarvitelny, tak 6(H) > k — 1. [3]
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