Diskrétni matematika
Zadani domacich ukolu

28. prosince 2013

1 Zadano 8. 10. 2013

Priklad 1. Formdiné zapiste podminky ndsledujicich definic pomoct proménnyjch, logickijch spojek,
kvantifikdtori a pomocngch symboli (ruzné druhy zdvorek, interpunkce,. .. ). [2]

(a) Funkce f:R — R je rostouci, pokud s rostoucim x ostie roste i hodnota f (z).

(b) Funkce f:R — R je periodickd s periodou t, pokud se hodnoty f (z) a f (x +t) rovnaji pro pro
véechna © € R.

(c) Funkce f:R — R je spojitd v bodé a € R, pokud ke kazZdému libovolné malému kladnému cislu
e existuje kladné ¢islo § takové, Ze pro vSechna redlnd ¢isla x, pro néz plati |x — a| < ¢, plati

také |f (z) — f (a)] <e.
Priklad 2. Dokazte, Ze pro n € N je ¢islo /n bud’ celé nebo jiz iraciondlni. [3]

Priklad 3. Chceme rozlamat tabulku cokolady s m x n dilky na jednotlivé dilky. Kolik nejméné
rozlomend je na to potreba? A kolik nejvice? [2]

Priklad 4. Oznacme jako S, mnozZinu céisel, kterd lze zapsat ve tvaru £1 £ 2+ --- £ n, kde kazdé

+ nahradime bud symbolem + nebo —. Dokazte, Ze ¢isla v S, jsou prdvé ta x € Z, pro kterd plati

w <z< % a kterd maji vSechna stejnou paritu. Jak tato parita souvisi s n? [5]
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Piiklad 5. Necht X je n prvkovd mnoZina, n € N. Spoéitejte pocet usporFddanijch dvojic (A, B)
takovgch, Ze plati

(a) ACBCX. (3]
(b) |[ANB| =1, kde A,BC X. [3]

Priklad 6. Jaky je nejuétsi mozny pocet stielci, které lze umistit na Sachovnici o rozmérech n X n,
aniz by se néjact dva ohrozovali? Presny pocet dokazte. [4]
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Piiklad 7. Nechf §(n) znaci pocet permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoziné. Dokazte
vztah [2]

§(n)=nl—ns(n—1)— (Z)é(n—Q)—---— (nfl)g(n—l.
Priklad 8. Kolik celodiselnijch teseni ma ndsledujici systém rovnic? [5]
rhy+z=25 4<x<8, 2<y<l1l, 1<2<10
Piiklad 9. Dokazte, Ze pro Eulerovu funkci ¢ (n) a nesoudéing édsla m,n € N plati [3]
p(m-n)=¢(m)p(n).

Neboli ukazte, zZe Eulerova funkce je pro dand m a n multiplikativnd.
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Piiklad 10. Najdéte priklad dvojice relaci (R, S) na X takové, Ze R i S jsou tranzitivng, ale RUS,
R\ S ani RAS tranzitivni nejsou. Operace symetricky rozdil RAS vybere proky, které se vyskytugi
v prdvé jedné z mnozin R a S, formdlné RAS = (R\ S)U (S \ R). [3]

Piiklad 11. Dokaste, e plati RoR™' = Ax, je-li relace Ro R™1 reflexivni a slabé antisymetrickd.
Symbolem Ax znacime nejmensi reflexivnd relaci na mnoziné X : [3]

Ax ={(z,z) |z € X}.
Priklad 12. Zkuste odvodit vzorecek pro pocéet ekvivalenci na n-prvkové mnoZiné. [5]

Priklad 13. Dokazte, Ze usporddand mmnozina (N\ {1},|) md nekoneéné mnoho minimdlnich
pruki. O kterd céisla se jednd? Nakreslete prislusnyg Hasseiv diagram na prvcich 1,2,...,15.  [2]

Priklad 14. Dokazte, Ze pro linedrné usporddané mnoZiny je kazdy minimdini prvek rovnéz
nejmenst. [2]

Piiklad 15. Naleznéte posloupnost 16 prirozengch cisel, kterd neobsahuje monoténni podposloup-
nost délky 5. Dokazte, Ze nalezend posloupnost skutecné funguje. [4]
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Priklad 16. Dokazte, Ze kazdy (koneény) graf je izomorfni néjakému indukovanému podgrafu
(nekonecného) grafu X = (N,E), kde {m,n} € E < NSD(m,n) > 1 (tedy vrcholy X jsou
prirozend ¢éisla a hrany spojuji soudélnd éisla). [3]

Priklad 17. Pro kaZdé prirozené n sestrojte graf, ktery md presné n automorfismi (véetné popisu,
jak prislusné automorfismy vypadaji, a dikazu, Ze jiné uz nejsou). [4]

Priklad 18. Dokazte, Ze kaZdy strom na m wvrcholech ma nezdvislou mnozZinu velikosti alespori
[n/2]. Jako nezdvislou mnoZinu oznacujeme mnozZinu vrcholi, kde Zddné dva vrcholy nejsou spojené
hranou. [1]

Piiklad 19. Strom na 4152 vrcholech md pouze vrcholy stupné 1 a 3. Kolik minimdiné a mazximdlné
mige mit listi? [2]

Priklad 20. Naleznéte chybu v ndsledujicim dikazu tvrzeni ,Kazdy graf s alesporni tremi vrcholy
a se vSemi stupni velikosti alesport dva obsahuje cyklus Cs. [3]

Diikaz. Postupujeme indukei podle poétu vrcholit n. Tvrzeni plati v piipadé n = 3, protoze dany
graf mize byt jen Cs. Uvazme indukéni krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech, pro ktery tvrzeni
plati. Vytvoifme z n&j novy graf G’ na n vrcholech pridanim nového vrcholu, ktery je incidentni s
alespon dvéma vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus C3, tak jej G’ obsahuje také. O

Priiklad 21. Ukazte, Ze kazdy souvisly graf G s alespori dvéma vrcholy obsahuje dva rizné vrcholy
u, v, takové, Ze G —u 1 G — v jsou souvislé. [3]

Priklad 22. Spoctéte pocet koster iuplného bipartitniho grafu Ko, . Kostrou grafu G rozumime
strom, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu G a je jeho podgrafem. [3]

Priklad 23. Hledani Hamiltonovskyjch kruznic a cest. Naleznéte Hamiltonovskou kruznici pro pra-
videlny dvandctistén. [2]

Priklad 24. V orientovaném grafu hrandm odpovidaji usporddané dvojice vrcholi (Sipky mezi
vrcholy), pricemz kazdy pdr vrcholi tvori nanejvys jednu takovou dvojici. UkaZte, Ze kaZdy orien-
tovany uplny graf obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu (cyklus obsahujici vsechny vrcholy
tvoteny na sebe navazujicimi sipkami stejného sméru,). [2]



Piiklad 25. Necht a(G) znaci velikost nejuétsi podmnoziny vrcholi grafu G, ve které nejsou Zddné
dva vrcholy spojené hranou. Ukazte, Ze pro graf G s m vrcholy a maximdlnim stupném d plati [2]

n
>
o(G) =2 577

Piiklad 26. Oznacme jako délku cesty pocet jejich hran. Ukazte, Ze kaZdy takovy graf obsahuje
cestu délky min{20,n — 1}. [6]
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Pi#iklad 27. Pro graf G a prirozené ¢islo k oznacime jako G*) graf s mnozinou vrcholi V(G), ve
kterém spojime hranou kazdé dva ruzné vrcholy, které jsou v G ve vzdalenosti nanejuys k.

(a) Ukazte, Ze pro kazdy strom T obsahuje graf T® hamiltonovsky cyklus. [5]
(b) Pouzitim cdsti a) dokazte, Ze pro kazdy souvisly G md graf G hamiltonovsky cyklus. [2]
(¢c) Najdéte souvisly graf G takovy, ze G nemd hamiltonovsky cyklus. [2]

Piiklad 28. Pro kaZdou dvojici prirozengch éisel n, k, kterd splnuje podminky n > k+1 a 2 | kn,
sestrojte k-requldrni graf na n vrcholech. [3]

Priklad 29. Dokazte, Ze pro kazdé n > 1 lze uplny graf K, rozloZit na hranové disjunktni cesty
ruzné délky. [3]
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