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1 Částečná uspořádáńı

Realce R na množině X je antireflexivńı, pokud pro každé x ∈ X plat́ı (x, x) /∈ R. Je-li R ekviva-
lence na množině X, potom pro prvek x ∈ X nazveme množinu R [x] = {y ∈ X | (x, y) ∈ R} jako
tř́ıdu ekvivalence určenou prvkem x.

Př́ıklad 1. Nakreslete Hasse̊uv diagram částečně uspořádané množiny
{

2k3l | k, l ∈ N
}

(množina
č́ısel dělitelných pouze 2 a 3). [2]

Př́ıklad 2. Dokažte, že nejmenš́ı prvek, pokud existuje, je určen jednoznačně. [1]

Př́ıklad 3. Necht’ (X,R) je částečně uspořádaná množina. Dokažte:

(a) Potom
(
X,R−1

)
je rovněž částečně uspořádaná množina. [1]

(b) Prvek x ∈ X je maximálńı v (X,R), právě když x je minimálńı v
(
X,R−1

)
. [2]

Př́ıklad 4. Pro ε > 0 definujme relaci Rε na R tak , že (x, y) ∈ Rε, pokud x a y jsou skoro
stejná, formálně |x− y| < ε. Zadefinujme relaci ≺ na R tak, že x ≺ y pokud x a y nejsou skoro
stejná a zároveň x < y. Ukažte, že ≺ je ostré částečné uspořádáńı na R, tedy relace na R, která je
antireflexivńı, asymetrická a tranzitivńı. [3]

Př́ıklad 5.

(a) Necht’ �i, i = 1, 2, . . . , k, jsou uspořádáńı na nějaké množině X. Ukažte, že ∩ki=1 �i je opět
uspořádáńı. (Uvědomte si, že každé �i, jakožto relace, je podmnožinou X ×X.) [2]

(b) Dokažte, že libovolné částečné uspořádáńı ≤ na konečné množině X se dá vyjádřit jako pr̊unik
lineárńıch uspořádáńı. [4]

Hint: Pro uspořádanou množinu (X,≤) a prvky a, b ∈ X, b � a, uvažte relaci x � y, právě
tehdy, když x ≤ y ∨ (x ≤ a & b ≤ y).

Př́ıklad 6. Mějme relaci R na množině X, která je reflexivńı a tranzitivńı (předuspořádáńı).
Definujme ekvivalenci ρ na X tak, že (x, y) ∈ ρ, právě když (x, y) ∈ R a (y, x) ∈ R. Definujme
relaci Rρ na tř́ıdách ekvivalence ρ tak, že (a, b) ∈ Rρ, právě když existuj́ı x ∈ a a y ∈ b taková, že
(x, y) ∈ R.

(a) Dokažte, že pokud taková x ∈ a a y ∈ b existuj́ı, tak potom pro každou volbu x ∈ a a y ∈ b
plat́ı (x, y) ∈ R. [2]

(b) Dokažte, že Rρ je částečné uspořádáńı. [2]

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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