Diskrétni matematika — 4. série domacich ukolu*
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1 Castecna usporadani

Realce R na mnoziné X je antireflexivnd, pokud pro kazdé x € X plati (z,x) ¢ R. Je-li R ekviva-
lence na mnoziné X, potom pro prvek z € X nazveme mnozinu R [z] = {y € X | (z,y) € R} jako
tridu ekvivalence uréenou prvkem x.

Priklad 1. Nakreslete Hassetuv diagram ¢astecné usporadané mnoZiny{Zk?)l | k1€ N} (mnozina
¢isel délitelnych pouze 2 a 3). 2]

Priklad 2. Dokazte, ze nejmensi prvek, pokud existuje, je uréen jednoznacné. [1]
Piiklad 3. Necht (X, R) je ¢astecné usporadand mnoZina. DokaZte:

(a) Potom (X, R™!) je rovnéz ¢dstecné usporddand mnozina. 1]
(b) Prvek z € X je maximélni v (X, R), pravé kdyZz « je minimalni v (X, R™1). [2]
Priklad 4. Pro ¢ > 0 definujme relaci R, na R tak , ze (z,y) € R, pokud z a y jsou skoro

stejnd, formdlné |z — y| < e. Zadefinujme relaci < na R tak, ze * < y pokud z a y nejsou skoro
stejnd a zaroven x < y. Ukazte, ze < je ostré castecné usporadani na R, tedy relace na R, kterd je

antireflexivni, asymetrickd a tranzitivni. [3]

Priklad 5.

(a) Necht =;, i = 1,2,...,k, jsou uspofdddni na néjaké mnoziné X. Ukazte, ze NF_; <; je opét
uspordddni. (Uvédomte si, ze kazdé =<;, jakozto relace, je podmnozinou X x X.) 2]

(b) Dokazte, Ze libovolné ¢dstecné usporddani < na kone¢né mnoziné X se déd vyjadiit jako prunik
linedrnich uspofadéni. [4]
Hint: Pro uspofddanou mnozinu (X, <) a prvky a,b € X, b £ a, uvazte relaci < y, prave
tehdy, kdyz z <y V (z <a & b <y).

Priklad 6. Megjme relaci R na mnoziné X, kterd je reflexivni a tranzitivni (preduspordddni).
Definujme ekvivalenci p na X tak, ze (z,y) € p, pravé kdyz (z,y) € R a (y,z) € R. Definujme
relaci R, na t¥idach ekvivalence p tak, ze (a,b) € R,, pravé kdyz existuji « € a a y € b takovd, ze
(z,y) € R.

(a) Dokazte, ze pokud takovd x € a a y € b existuji, tak potom pro kazdou volbu z € a ay € b
plati (z,y) € R. 2]

(b) Dokazte, ze R, je Castetné usporadani. [2]

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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