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1 Matematická indukce

Př́ıklad 1. Mějme šachovnici o rozměrech 2n×2n pro n ∈ N, na které chyb́ı jedno rohové poĺıčko.
Ukažte, že je možné ji celou vydláždit dlaždicemi následuj́ıćıho tvaru:

Př́ıklad 2. Dokažte matematickou indukćı platnost následuj́ıćıch vztah̊u pro každé n ∈ N

(a) 12 + 22 + · · ·+ n2 = 1
6n (n + 1) (2n + 1).

(b)
∑n

i=1 (2i− 1) = n2.

(c)
∏n

i=2
i−1
i = 1

n (pro n ≥ 2).

Př́ıklad 3. Dokažte matematickou indukćı vztah 4 |
(
6n2 + 2n

)
pro každé n ∈ N.

Př́ıklad 4. Uvažme Fibonacciho posloupnost {Fn}n∈N, což je posloupnost splňuj́ıćı rekurentńı
podmı́nky F1 = F2 = 1 a Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 3. Ukažte, že plat́ı

∑n
i=1 Fi = Fn+2 − 1.

Př́ıklad 5 (*). Dokažte, že každé n ∈ N lze jednoznačně zapsat ve tvaru n =
∑k

j=1 Fij , kde plat́ı
i1 ≥ 2 a pro každé j ∈ {1, 2, . . . , k − 1} je ij+1 ≥ ij + 2.

Př́ıklad 6. Dokažte indukćı Moivreovu větu, která ř́ıká, že pro libovolné x ∈ C a n ∈ N plat́ı

(cos (x) + i sin (x))
n

= cos (nx) + i sin (nx) .

Př́ıklad 7. Mějme n př́ımek v obecné poloze v rovině (tj. žádné tři se neprot́ınaj́ı v jednom bodě a
žádné dvě nejsou rovnoběžné). Ukažte, že rovina je těmito př́ımkami rozdělena na 1

2n (n + 1) + 1
část́ı.

Př́ıklad 8. Dokažte, že oblasti v rovinné mapě, která je tvořena n kružnicemi, z nichž každá
prot́ıná všechny ostatńı, lze obarvit dvěma barvami tak, že spolu nesoused́ı žádné dvě oblasti stejné
barvy.

Př́ıklad 9 (*). Označme jako Sn množinu č́ısel, která lze zapsat ve tvaru ±1 ± 2 ± · · · ± n, kde
každé ± nahrad́ıme bud’ symbolem + nebo −. Dokažte, že č́ısla v Sn jsou právě ta x ∈ Z, pro která

plat́ı −n(n+1)
2 ≤ x ≤ n(n+1)

2 a která maj́ı všechna stejnou paritu. Jak tato parita souviśı s n?

Př́ıklad 10 (*). Indukćı dokažte nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem. Neboli,
že pro každých n kladných reálných č́ısel a1, a2, . . . , an plat́ı

n
√
a1a2 · · · an ≤

1

n
(a1 + a2 + · · ·+ an) .

Př́ıklad 11. Najděte chybu ve zmı́něném d̊ukazu tvrzeńı: Všichni koně maj́ı stejnou barvu.

D̊ukaz. Necht’ n je počet końı. Pokud n = 1, tak jeden k̊uň má jen jednu barvu. Necht’ tedy n końı
má stejnou barvu. Potom uvažme n + 1 końı. Můžeme je rozdělit do dvou skupin {1, 2, . . . , n} a
{2, 3, . . . , n + 1}. Z indukčńıho kroku maj́ı koně v každé skupině tutéž barvu. Množiny se překrývaj́ı
a tedy všech n + 1 końı má stejnou barvu. Z indukce pak toto tvrzeńı plat́ı pro všechny koně.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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