
Algoritmická teorie her – př́ıklady na 4. cvičeńı∗

1 Maticové hry

Maticová hra je hrou v normálńım tvaru pro 2 hráče. Maticová hra je nedegenerovaná, pokud
každý hráč má nanejvýš k nejlepš́ıch čistých odpověd́ı na každou strategii s doménou velikosti k.
Maticová hra s nulovým součtem je hra, kde užitek jednoho hráče se vždy rovná ztrátě druhého. U
maticové hry G = ({1, 2}, A, u) s A1 = {1, . . . ,m} a A2 = {1, . . . , n} použ́ıváme výplatńı matice
M a N , kde (M)i,j = u1(i, j) a (N)i,j = u2(i, j) pro všechna i ∈ A1 a j ∈ A2.

Na přednášce jsme si ukazovali následuj́ıćı algoritmus pro výpočet Nashových ekvilibríı nede-
generovaných maticových her.

Algorithm 1.1: Support enumeration(G)

Vstup: Nedegenerovaná maticová hra G.
Výstup: Všechna Nashova ekvilibria hry G.
for každé k ∈ {1, . . . ,min{m,n}} a dvojici domén (I, J) velikosti k

Vyřešte systém rovnost́ı
∑

i∈I(N
⊤)j,ixi = v,

∑
j∈J(M)i,jyj = u,

pro každé i ∈ I, j ∈ J a
∑

i∈I xi = 1,
∑

j∈J yj = 1.

Pokud x, y > 0 a u = max{(M)iy : i ∈ A1}, v = max{(N⊤)jx : j ∈ A2},
pak vrat’te (x, y) jako Nashovo ekvilibrium.

Př́ıklad 1. Použijte algoritmus Support enumeration z přednášky a nalezněte Nashovo ekvilibrium
Hry na kuře s doménami velikosti 2.

Zatočit (1) Jet rovně (2)

Zatočit (1) (0, 0) (−1, 1)

Jet rovně (2) (1,−1) (−10,−10)

Tabulka 1: Hra na kuře.

Př́ıklad 2. Ukažte, že Hra o duši Gothamu je degenerovaná. Použijte algoritmus Support enume-
ration z přednášky a nalezněte Nashovo ekvilibrium s doménami I = {2} a J = {1, 2}.

Spolupracovat (1) Detonovat (2)

Spolupracovat (1) (0, 0) (0, 1)

Detonovat (2) (1, 0) (0, 0)

Tabulka 2: Hra o duši Gothamu.

Př́ıklad 3. Rozhodněte, které z těchto výplatńıch matic určuj́ı degenerované hry.

( a) M =

0 4 1
2 2 4
3 2 2

 a N =

1 2 3
0 3 4
0 1 1

.

(b) M =

0 4 4
2 2 1
3 2 2

 a N =

1 0 0
2 3 1
3 4 1

.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜cizek/
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Př́ıklad 4 (*). Dokažte, že je-li maticová hra nedegenerovaná, pak systém rovnost́ı z algoritmu
Support enumeration má nejvýš jedno řešeńı splňuj́ıćı x,y > 0, u = max{(M)iy : i ∈ A1} a
v = max{(N⊤)jx : j ∈ A2}.

Nápověda: Ukažte, že existuje-li v́ıce řešeńı, tak pak lze zredukovat doménu.

Př́ıklad 5. Dokažte, že následuj́ıćı lineárńı programy z d̊ukazu Minimaxové věty jsou navzájem
duálńı.

( a) Pro matici M ∈ Rm×n,

Program P Program D

Proměnné y1, . . . , yn x0

Účelová funkce minx⊤My maxx0

Omezeńı
∑n

j=1 yj = 1, 1x0 ≤ M⊤x.

y1, . . . , yn ≥ 0.

(b) Pro matici M ∈ Rm×n,

Program P ′ Program D′

Proměnné y0, y1, . . . , yn x0, x1, . . . , xm

Účelová funkce min y0 maxx0

Omezeńı 1y0 −My ≥ 0, 1x0 −M⊤x ≤ 0,∑n
j=1 yj = 1,

∑m
i=1 xi = 1,

y1, . . . , yn ≥ 0. x1, . . . , xm ≥ 0.

M̊užete použ́ıt kuchařku na vytvářeńı duálńıch program̊u z přednášky.

Primárńı úloha Duálńı úloha

Proměnné x = (x1, . . . , xm) y = (y1, . . . , yn)

Matice A ∈ Rn×m A⊤ ∈ Rm×n

Pravá strana b ∈ Rn c ∈ Rm

Účelová funkce max c⊤x minb⊤y

Podmı́nky i-tá podmı́nka má ≤ yi ≥ 0

≥ yi ≤ 0

= yi ∈ R

xj ≥ 0 j-tá podmı́nka má ≥
xj ≤ 0 ≤
xj ∈ R =
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