
Algoritmická teorie her – př́ıklady na 12. cvičeńı∗

1 Aukce maximalizuj́ıćı zisk

Uvažme Bayesovský model, který sestává z 1-parametrového prostřed́ı (x, p) s n kupuj́ıćımi, kde
každý kupuj́ıćı i vyb́ırá své ohodnoceńı vi podle rozděleńı pravděpodobnosti Fi s hustotou fi a s
doménou [0, vmax]. Rozděleńı F1, . . . , Fn jsou nezávislá, ale ne nutně stejná. Připomı́náme, že pro
rozděleńı F s hustotou f a s doménou [0, vmax] plat́ı f(z) = d

dzF (z) a F (x) =
∫ x

0
f(z) dz. Pro

náhodnou veličinu X máme Ez∼F [X(z)] =
∫ vmax

0
X(z) · f(z) dz.

Virtuálńı ohodnoceńı kupuj́ıćıho i s ohodnoceńım vi vybraného podle Fi je φi(vi) = vi− 1−Fi(vi)
fi(vi)

.

Virtuálńı sociálńı přebytek je
∑n

i=1 φi(vi) · xi(v).
Vždy uvažujeme pouze DSIC aukce.

Př́ıklad 1. Necht’ F je uniformńı rozděleńı pravděpodobnosti na [0, 1]. Uvažme 1-položkovou aukci
se dvěma kupuj́ıćımi 1 a 2, kteř́ı maj́ı rozděleńı F1 = F a F2 = F . Dokažte, že středńı hodnota
zisku obdrženého při Vickreyho aukci (bez rezervy) se rovná 1/3.

Př́ıklad 2. Spoč́ıtejte virtuálńı ohodnoceńı následuj́ıćıch rozděleńı pravděpodobnosti a rozhodněte,
která z nich jsou regulárńı.

( a) Uniformńı rozděleńı F (z) = z/a na [0, a] s a > 0,

(b) Exponenciálńı rozděleńı F (z) = 1− e−λz s λ > 0 na [0,∞),

Př́ıklad 3. Uvažme 1-položkovou aukci, ve které každý kupuj́ıćı i vyb́ırá své ohodnoceńı podle
regulárńıho rozděleńı Fi, neboli rozděleńı F1, . . . , Fn mohou být r̊uzná, ale virtuálńı ohodnoceńı
φ1, . . . , φn jsou všechna rostoućı.

( a) Nalzeněte vzoreček pro platbu výherce v optimálńı aukci vyjádřený pomoćı virtuálńıch ohod-
noceńı φi. Ověřte, že pro uniformńı rozděleńı F1 = · · · = Fn na [0, 1] vzoreček dává Vickreyho
aukci s rezervou 1/2.

(b) Nalezněte př́ıklad optimálńı aukce, ve které kupuj́ıćı s nejvyšš́ı nab́ıdkou nevyhraje, i když má
kladné virtuálńı ohodnoceńı.

Hint: Stač́ı uvážit dva kupuj́ıćı s ohodnoceńımi vybranými podle uniformńıch rozděleńı.

Předpokládejme, že kupuj́ıćı 1, . . . , n jsou uspořádáni v takovém pořad́ı <, aby b1
w1

≥ · · · ≥ bn
wn

.

Uvažme hladové alokačńı pravidlo xG = (xG
1 , . . . , x

G
n ) ∈ X, ve kterém pro dané nab́ıdky b =

(b1, . . . , bn) vyb́ıráme podmnožinu kupuj́ıćıch splňuj́ıćı
∑n

i=1 x
G
i wi ≤ W za použit́ı následuj́ıćı́ıho

postupu.

1. Vyber v́ıtěze v pořad́ı <, dokud se vejdou a poté skonči.

2. Vrat’ bud’ řešeńı s prvńıho kroku anebo kupuj́ıćıho s nejvyšš́ı nab́ıdkou, podle toho, co dává
větš́ı sociálńı přebytek.

Př́ıklad 4. Dokažte že v Batohové aukci je hladové alokačńı pravidlo xG, které se použ́ıvá v (1/2)-
aproximačńım algoritmu z přednášky, monotónńı.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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