
Algoritmická teorie her – př́ıklady na 10. cvičeńı∗

1 Motivace

Hlavńım ćılem návrhu mechanismů je vytvořit pravidla hry tak, aby racionálńı hráči dospěli
k požadovaným výstup̊um. To neńı vždy snadné zař́ıdit a špatné mechanismy mohou vést k
nežádoućım výsledk̊um.

Př́ıklad 1. Uvažme následuj́ıćı aukci. Prodávaj́ıćı nab́ıźı 50 Kč nejvyš́ımu nab́ızej́ıćımu. Aukce
zač́ıná na 10 Kč a v každém kroce se navyšuje o 5 Kč. Nejvyšš́ı nab́ızej́ıćı vyhrává 50 Kč, ale
nejvyšš́ı nab́ızej́ıćı a druhý nejvyšš́ı nab́ızej́ıćı muśı oba zaplatit svoje nab́ıdky.

Př́ıklad 2. Starosta by chce namotivovat řidiče autobus̊u a rozhodl se jim nab́ıdnout bonus, který
se rovná 10% z ceny ĺıstk̊u, které každý řidič prodá. Jaký vliv to bude mı́t na autobusovou dopravu?

Př́ıklad 3. Během okupace Indie měli briťst́ı vojáci problém s přemnoženými kobrami. Jako řešeńı
se rozhodli nab́ızet odměny mı́stńım za každou zabitou kobru. Dovedete odhadnout, co se stalo?

2 Základy návrhu mechanismů

V jednoparametrovém prostřed́ı máme n nab́ızej́ıćıch, kteř́ı se snaž́ı źıskat jisté zbož́ı. Každý
nab́ızej́ıćı i má soukromou valuaci vi a také máme př́ıpustnou množinu X ⊆ Rn odpov́ıdaj́ıćı
možným výstup̊um. Aukce s tajnými nab́ıdkami v tomto prostřed́ı pak prob́ıhá ve třech kroćıch.

(a) Prodávaj́ıćı sebere nab́ıdky b = (b1, . . . , bn), kde bi je nab́ıdka nab́ızej́ıćıho i.

(b) Alokačńı pravidlo: Vyber možný výstup (alokaci zbož́ı) x = x(b) z př́ıpustné množiny X v
závislosti na nab́ıdkách b.

(c) Platebńı pravidlo: Zvol platby p(b) = (p1(b), . . . , pn(b)) ∈ Rn v závislosti na nab́ıdkách b.

Pár (x, p) poté dohromady tvoř́ı mechanismus. Užitek ui(b) nab́ızej́ıćıho i je definován jako ui(b) =
vi · xi(b)− pi(b).

Aukce je DSIC, pokud splňuje následuj́ıćı dvě podmı́nky. Každý kupuj́ıćı má jako dominantńı
strategii nab́ızet pravdivě, tedy nastaveńı jeho nab́ıdky bi na svoj́ı valuaci vi. Nav́ıc užitek každého
kupuj́ıćıho, který nab́ıźı pravdivě, je nezáporný. Strategie je dominantńı, pokud maximalizuje
užitek daného hráče nezávisle na tom, co dělaj́ı ostatńı hráči. Př́ıkladem jednopoložkové DSIC
aukce je Vickreyho aukce, ve které vyhrává nejvyšš́ı nab́ızej́ıćı a plat́ı druhou nejvyšš́ı nab́ıdku.

Aukce je super, pokud splňuje následuj́ıćı tři podmı́nky:

(a) Aucke je DSIC.

(b) Pokud nab́ızej́ıćı nab́ızej́ı pravdivě, pak maximalizujeme sociálńı zisk
∑n

i=1 vixi.

(c) Aukce běž́ı v polynomiálńım čase.

Př́ıklad 4. Uvažme 1-položkovou aukci s aspoň třemi kupuj́ıćımi. Dokažte, že prodáńım dražené
položky kupuj́ıćımu s nejvyšš́ı nab́ıdkou za cenu, která se rovná třet́ı nejvyšš́ı nab́ıdce, dostaneme
aukci, která neńı DSIC.

Př́ıklad 5. Uvažme 1-položkovou aukci, kde v́ıtěźı hráč s nejvyšš́ı nab́ıdkou a plat́ı cenu odpov́ıdaj́ıćı
druhé nejvyšš́ı nab́ıdce se slevou 10%. Např́ıklad se třemi kupuj́ıćımi a nab́ıdkami b = (11, 7, 10)
v́ıtěźı prvńı kupuj́ıćı a plat́ı 10 · 0.9 = 9. Dokážete naj́ıt dominantńı strategii v této aukci? Je to
nab́ızet pravdivě?

Př́ıklad 6. Uvažujme následuj́ıćı aukci s jednou položkou a s prioritizovanou zp̊usobilost́ı. Prodáva-
j́ıćı přiřad́ı každému nab́ızej́ıćımu i veřejně známou úroveň priority pi (např́ıklad na základě věrnosti
nebo seniority). Pouze nab́ızej́ıćı s prioritou p = maxj pj jsou zp̊usobiĺı vyhrát a položka je přidělena
nejvyšš́ı zp̊usobilé nab́ıdce. Vı́těz zaplat́ı maximum z druhé nejvyšš́ı nab́ıdky mezi všemi zp̊usobilými
nab́ızej́ıćımi. Je tato aukce DSIC? Je

”
super“?

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Př́ıklad 7. Předpokládejme, že v aukci prodáváme k identických položek celkem n > k kupuj́ıćım.
Předpokládejme, že každý kupuj́ıćı m̊uže źıskat nanejvýš jednu položku. Jak vypadá př́ıslušná vari-
anta Vickreyovy aukce? Plat́ı v ńı j-tý nejvyšš́ı nab́ızej́ıćı (j + 1)-ńı nejvyšš́ı nab́ıdku pro j ≤ k?
Dokažte, že je vaše varianta DSIC.
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