Algoritmicka teorie her — priklady na 1. cviceni”

1 Linearni programovani z rychliku

Spousta praktickych tloh i ¢isté kombinatorickych lze naformulovat jako tloha linedarniho progra-
movani (LP). Na tlohu LP muzeme pouzit zndmé metody a efektivné ji vyfesit. Kazda tuloha
linedrniho programovéni se dé pievést do kanonického tvaru daného matici A € R™*™ a vektory
beR"aceR™

max CTX

prox e R™ x>0
za podminek Ax < b.

Priklad 1. Pekdrna pece chleby, housky, bagety a koblihy.
o K upecent jednoho chleba potiebuje pul kila mouky, 10 vajec a 50 g soli.
e Na jednu housku je zapotrebi 150 g mouky, 2 vejce a 10 g soli.
e Na bagetu potrebuje 230 g mouky, 7 vajec a 15 g soli.
o Na jednu koblihu je treba 100 g mouky a 1 vejce.

Pekdarna md k dispozici 5 kilo mouky, 125 vajec a pul kila soli. Za jeden chleba ziskd pekdrna 20
korun, za housku 2 koruny, za bagetu 10 korun a za koblihu 7 korun.

Pekdrna se snazi vydélat co nejvice. Jak ale zjisti kolik chlebiu, housek, baget a koblih md upéci?
Zformulujte prislusnou ulohu LP.

Priklad 2. Ukazte, jok lze:
1. Prevést maximalizacnd dlohu LP na minimalizaéni a naopak.

2. Prevést ilohu LP, kterd md vdechny promeénné x > 0, na ulohu LP s proménnymi x' € R™
a naopak.

3. Prevést ulohu LP s podminkami ve tvaru nerovnosti na ulohu LP, jejiz podminky jsou pouze
rovnosti a naopak.

Vyzadujeme-li celocislenost proménnych, daji se linedrnim programovanim vyjadfit i NP-tézké
tlohy. Bez této podminky je vyfeSeni linedrntho programovani vyfesitelné v polynomidlnim case.
V praxi se pouziva simplexovd metoda, kterd v praxi funguje rychle, ale na umélych vstupech muze
bézet exponencidlné dlouho.

Priklad 3. Zformulujte Problém batohu pomoci celocisleného linedrniho programovani. Tedy pro
n predméti, kde i-tj md néjakou vihu v; a cenu ¢;, mdme batoh s danou nosnosti V. a my se do
néj snazime nasklddat predmeéty tak, abychom mazimalizovali celkovou cenu predmétu v batohu.

2 Dualita

Mégjme nésledujici tilohu linedrniho programovani P s m proménnymi a n podminkami:

maxc ' x za podminek Ax < b a x> 0. (P)

Té budeme tikat primdrni linedrnd program (neboli primdr). Jeho dudlnim linedrnim programem
(neboli dudlem) nazveme nasledujici linedrni program D s n proménnymi a m podminkami:

minb 'y za podminek ATy >cay > 0. (D)

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Vysvétleni: pii feSeni P se snazime najit linedrni kombinaci n podminek soustavy Ax < b s
néjakymi koeficienty ¥, ...,y, > 0 takovymi, aby vysledna nerovnost méla j-ty koeficient aspon
¢; pro kazdé j € {1,...,m} a pravé strana pfitom byla co nejmensi.

Priklad 4. Vytvorte dudlni program D pro ndsledujici primdrni linedrni program P:

max 6xq + 4zo + 223
5x1 + 222 +x3 <5
T+ 20 <2
To+x3 <2

z1,%2,23 >0
Nésledujici véta je asi nejdulezitéjsim teoretickym vysledkem o linearnich programech.
Véta 1 (Silnd véta o dualité). Pro dlohy P a D nastane prdvé jedna z ndsledujicich étyr moznosti:
(a) Ani P ani D nemd pripustné resent.
(b) Uloha P je neomezend a D nemd pripustné resent.
(c) Uloha P nemd piipustné feseni a D je neomezend.
(d) Ulohy P i D maji pripustné veseni. Pak maji i optimdini feseni xX* a y* a plati c'x* = b y*.

Obecné linearni programy jde dualitou pfevést podle nésledujici tabulky:

Primarni iloha Dudlni tdloha
Proménné X = (X1, Tm) y=W1, - Yn)
Matice A e Rxm AT e R™Xn
Prava strana b eR" ceR™
Ucelové funkce maxc'x minb 'y
Podminky i-t4 podminka ma < y; >0
> ¥y <0
= yi €R
z; >0 j-t4 podminka ma >
z; <0 <
z; €R =

Priklad 5. Vytvorte dudlni program D pro ndsledujici primdrni linedrni program P:

maxr, — 2T + 324
To — 623+ 14 <4
—x1+ 322 —3z3=0
6x1 — 229 +2x3 —4x4 > 5
To <0
x4 >0
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