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1 Bulowova–Klempererova věta a v́ıce-parametrický mecha-
nism design

Věta 1 (The Bulow–Klemperer Theorem). Necht’ jsou F = F1 = · · · = Fn regulárńı rozděleńı
pravděpodobnosti a bud’ n přirozené č́ıslo. Potom plat́ı následuj́ıćı nerovnost

Ev1,...,vn+1∼F [Rev(V An+1)] ≥ Ev1,...,vn∼F [Rev(OPTF,n)] , (1)

kde Rev(V An+1) oznčuje zisk Vickreyho aukce V An+1 s n + 1 kupuj́ıćımi (a žádnou rezervou) a
Rev(OPTF,n) znač́ı zisk optimálńı aukce OPTF,n při F s n kupuj́ıćımi.

Vı́ce-parametrický mechanism design označuje následuj́ıćı nastaveńı:

(a) n racionnálńıch účastńık̊u (neboli kupuj́ıćıch),

(b) konečná množina Ω výstup̊u,

(c) každý kupuj́ıćı i má soukromé ohodnoceńı vi(ω) ≥ 0 pro každý výstup ω ∈ Ω.

Každý kupuj́ıćı i odešle svou nab́ıdku bi(ω) pro každé ω ∈ Ω a a nš́ım ćılem je navrhnout mecha-
nismus, který zvoĺı výstup ω ∈ Ω maximalizuj́ıćı sociálńı přebytek

∑n
i=1 vi(ω).

Věta 2 (Vickrey–Clarke–Groves (VCG) mechanismus). V každém v́ıce-parametrickém mecha-
nismu existuje DSIC mechanismus maximalizuj́ıćı sociálńı přebytek.

Př́ıklad 1. Dokažte, že platebńı pravidlo z d̊ukazu VCG mechanismu je vždy nezáporné a shora
omezené hodnotou bi(ω

∗). Neboli ukažte, že 0 ≤ pi(b) ≤ bi(ω
∗) pro každý vektor b nab́ıdek, kde

pi(b) = max
ω∈Ω


n∑

j=1
j 6=i

bj(ω)

−
n∑

j=1
j 6=i

bj(ω
∗)

a

ω∗ = argmaxω∈Ω

n∑
i=1

bi(ω).

Př́ıklad 2. Uvažte 3-položkovou aukci se dvěma kupuj́ıćımi 1 and 2. Tři položky A, B a C jsou
draženy najednou a každý kupuj́ıćı m̊uže dát nab́ıdku na libovolnou podmnožinu položek. Ohodnoceńı
kupuj́ıćıch pro jednotlivé podmnožiny položek jsou uvedeny v Tabulce 1. Jaký je výstup VCG aukce?

bidder i vi(∅) vi(A) vi(B) vi(C) vi(AB) vi(AC) vi(BC) vi(ABC)

i = 1 0 24 4 9 29 38 20 50

i = 2 0 15 18 11 30 34 32 47

Tabulka 1: Ohodnoceńı kupuj́ıćıch z Př́ıkladu 2.

Neboli kteř́ı kupuj́ıćı źıskaj́ı které položky a kolik každý zaplat́ı?

Př́ıklad 3. Uvažte 1-položkovou aukci s n ≥ 2 kupuj́ıćımi, kteř́ı svá ohodnoceńı voĺı podle re-
gulárńıho rozděleńı pravděpodobnosti F . Dokažte, že středńı hodnota zisku Vickreyho aukce bez
rezervy je aspoň n−1

n -zlomek středńı hodnoty zisku optimálńı aukce se stejným počtem n kupuj́ıcch.
Nápověda: použijte Bulowovu–Klempererovu větu. Když přidáme jednoho kupuj́ıćıho, o kolik

m̊uže maximálńı středńı hodnota zisku vzr̊ust?

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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