INTUICE A LOGIKA V MATEMATICE

|

Neni mozné zkoumat dila velkych matematikti, ba ani téch malych,
aniz bychom si v§imli dvou protikladnych tendenci, ¢i spise dvou
druhti zcela odliSnych duchi. Jedni se pfevazné zabyvaji logikou
a pri ¢teni jejich dél mame sklon uvérit tomu, Ze postupovali po
kri¢cich metodou néjakého Vaubana,! ktery vypracovava plany
na dobyti pevnosti a neponecha naprosto nic ndhodé. Druzi se
nechavaji vést intuici a od prvniho okamziku dosahuji rychljch
vitézstvi, nékdy vSak pochybnych, a podobaji se kavalérii v ¢ele
vojsk.

Predmét, jimz se zabyvaji, jim jejich metodu nijak nevnucme
Rika-li se ¢asto, ze ti prvni jsou analytici a ti druzi geometri, ne-
brani to tomu, aby jedni ztistavali analytiky, i kdyz se zabyvaji
geometrii, zatimco druzi geometry, i kdyz se zabyvaji ¢istou ana-
lyzou. Je to sama povaha jejich rozumu, kterd z nich déla lidi
uvazujici analyticky ¢i intuitivné. Nedokazou se toho zbavit, ani
kdyz se za¢nou zabyvat novym pfedmétem.

Neni to ani vzdélani, které by v nich rozvinulo ¢i utlumilo jednu
z téchto dvou tendenci. Matematikem se ¢lovék rodi, nestava se
jim, a zd4 se, Ze se pravé tak rodi geometrem ¢i analytikem.

Chtél bych uvést priklady — a je jich dost —, ale pro zvyraznéni
tohoto kontrastu za¢nu krajnim ptikladem. Prosim za prominuti,

e s

ze jsem nucen zvolit dva zijici matematiky.

'"Markyz Vauban se poklada za zakladatele Zenistit (génie militaire), protoze
v roce 1690 vytvoril prvni atvar ,Ingénieurs du Roy“. Jméno Vauban se pak
pouzivalo jako obecné, napfiklad americkému generalu Simonu Bernardovi se
fikalo ,Vauban Nového svéta“. [JF|

?,Ce n'est pas la matiere qu'ils traitent qui leur impose I'une ou 'autre
méthode.“ [MBV]
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Ch. Méray® chce dokézat, Ze kazda binomické rovnice ma ko-
fen, ¢ili feceno prosté, ze kazdy tihel lze rozdélit na stejné ¢asti.*
Pokud existuje pravda, o niz si myslime, Ze jsme ji poznali pfimou
intuici, pak je to pravé toto tvrzeni. Kdo by pochyboval o tom, ze
thel lze vzdy rozdélit na libovolny pocet stejnych ¢asti? Charles
Méray si to nemysli. V jeho ocich tato véta viibec neni zfejma
a k jejimu diitkazu potifebuje nékolik stranek.

Podivejme se naproti tomu na F. Kleina.® Ten zkoumal jednu
z nejabstraktnéjsich otazek teorie funkci. Slo o to, zda na dané Rie-
mannové plose vzdy existuje funkce, majici predepsané singularity.
Co udélal tento slavny némecky geometr? Riemannovu plochu na-
hradil kovovou plochou, jejiz elektricka vodivost se méni podle
jistych zakonti. Propojil dva body plochy se dvéma podly elektric-
kého ¢lanku. Proud musi prochazet, a to, jak je rozlozen na plose,
definuje néjakou funkci, jejiz singularity jsou pfesné ty, které jsou
uvedeny v tvrzeni véty.

F. Klein nepochybné védél, ze dal jen nazornou predstavu, ne-
vahal ji vSak publikovat; patrné se domnival, Ze i kdyZ nenasel
presny diikaz, poskytl jej aspon s néjakou moralni jistotou. Logik
by s hriizou takové pojeti odmitl, ¢i spiSe by ho neodmitl, protoze
by se v jeho duchu viibec nemohlo zrodit.

Dovolte mi porovnat jesté dva muze, ktefi jsou chloubou fran-
couzské védy. Oba nas nedavno opustili, ale oba se uz stali nesmr-

YCharles Robert Méray (1835-1911), francouzsky matematik, od r. 1867
profesor v Dijonu. Zabyval se teorii obyc¢ejnych i parcialnich diferencialnich
rovnic, algebrou a mechanikou. Vyvinul novou teorii realnych ¢isel, pricemz
iracionélni ¢isla definoval aritmeticky, nikoli jako limity. [JF|

‘Binomicka rovnice mé tvar az™ + b = 0, kde a, b jsou komplexni ésla
a ab # 0. Kofeny této rovnice lezi v komplexni roviné na kruznici s polomérem
t/|2|, se stiedem v poéatku a ve vrcholech pravidelného n-tihelniku. [JF]

®Felix Klein (1849-1925), slavny némecky matematik. Vénoval se mnoha
oblastem matematiky: neeukleidovské geometrii, teorii algebraickych rovnic,
teorii spojitych grup, eliptickym funkcim, automorfnim funkcim. Autor slav-
ného Erlagenského programu, ukazujiciho na vnitfni souvislosti matematic-
kych oborii. [JF]
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telngmi. Jde o Bertranda® a Hermita.” Oba studovali na stejné
Skole ve stejnou dobu, méli stejné vzdélani, stejné byli ovliviio-
vani, a presto se zcela rozchazeji. Je to vidét nejen z jejich spistl,
ale i z jejich vyucovani, jejich zptisobu mluvy, dokonce i z jejich
vzhledu. V paméti vSech jejich zakt jsou tyto dvé fyziognomie ne-
smazatelné vryty. Pro vSechny ty, ktefi méli to Stésti, Ze mohli
chodit na jejich prednasky, je tato vzpominka stale jesté zcela ¢er-
stva a snadno si ji vybavi.

Kdyz Bertrand mluvil, byl vzdy v pohybu, tu se zdalo, Ze za-
pasi s néjakym vnéjSim nepritelem, tu zas rukou kreslil ve vzduchu
obrazce, které pravé zkoumal. Zjevné je vidél a chtél nakreslit,
proto si pfi tom pomohl gestem. U Hermita tomu bylo naopak.
Jeho o¢i prozrazovaly, Ze ztratil kontakt se svétem, pravdu hledal
nikoli vné, ale uvnitr.

Mezi némeckymi geometry onoho stoleti jsou slavna predevsim
dvé jména — jsou to jména téch, kteri zalozili obecnou teorii funkei:
Weierstrass® a Riemann.? Weierstrass pievadél ve na zkouméni
fad a jejich analytickych transformaci, 1épe feceno: redukoval ana-
lyzu na jakési prodlouzeni aritmetiky. VSechny jeho knihy miizete
prolistovat a nenajdete ani jeden obrazek. Riemann naproti tomu
si na pomoc prizval geometrii, kazdé jeho pojeti je obrazem, ktery
ten, kdo pochopil jeho smysl, nemtize zapomenout.

V nedavnéjsi dobé intuitivné uvazoval Lie.'? Pfi listovani jeho
dily by mohly vyvstat pochybnosti, ale po debaté s nim pochyb-

%Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-1900), francouzsky matematik.
V jedenécti letech zacal studovat na Ecole Polytechnique. Vénoval se matema-
tické analyze, teorii ¢isel a analytické mechanice, také diferencialni geometrii
a teorii grup. [JF]

"Charles Hermite (1822-1901), francouzsky matematik, studoval na Ecole
Polytechnique. Zabyval se eliptickymi funkcemi a jejich aplikacemi v analyze,
algebre a teorii ¢isel. Zavedl ortogonalni polynomy nesouci jeho jméno. [JF]

®Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), némecky matematik.
Vice viz poznamku 1 na str. 27. [MBV]

%Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), némecky matematik.
Vice viz poznamku 2 na str. 27. [MBV]
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nosti zmizely. Bylo mozné okamzité vidét, Ze mysli v obrazech.
Kovalevska naproti tomu byla logicka.'! Tytéz rozdily nachazime
i u naSich studentii, jedni radéji resi problémy ,analyzou“, jini
ygeometrii“. Ti prvni nedokazi ,vidét v prostoru“, druhé by zase
dlouhé vypocty otravily a zamotali by se do nich.

Oba druhy matematikii jsou stejnou mérou nezbytné pro po-
krok védy. Logici i intuitivni matematici vykonali obrovské véci
a mohou je vykonat i v budoucnosti. Kdo by se odvéazil fici, ze
by byl radéji, kdyby Weierstrass nebyl nikdy psal, nebo Ze by dal
prednost tomu, aby Riemann nebyl existoval? Analyza i syntéza
maji obé opravnéni. Je vSak zajimavé podrobnéji zkoumat, jaké
misto prislusi v déjinach jedném i druhym.

II

Zajimavé! Kdyz znovu cteme dila starych matematikii, mame
sklon vSechny zaradit mezi intuitivni. Pfiroda je prece stale stejna
a je malo pravdépodobné, ze by zacala tvorit mysli naklonéné lo-
gice az v devatenactém stoleti.

Kdybychom se mohli premistit do proudu ideji, které panovaly
v jejich dobé, poznali bychom, Ze mnoho z téchto starych geome-
trii bylo svym sklonem analytickych. Eukleidés napriklad vystaveél
budovu védy, na niz jeho soucasnici nemohli najit chybu. V této

Y'Marius Sophus Lie (1842-1899), norsky matematik. Rozvijel teorii spoji-
tych symetrii a zabyval se teorii grup a diferencialni geometrii. Vytvoril teorii
grup (Lieovy grupy) a jejich invariant, majici dulezité pouziti v soucasné
matematice; v souvislosti s tim rozvijel i teorii prostoru. [JF]

"Sofja Vasiljevna Kovalevska (1850-1891), ruska matematicka, ptisobila
v Berliné a ve Stockholmu. Soukromé se vzdélavala v Berliné u Weierstrasse,
nebot jako Zena se nemohla oficidlné na univerzité vzdélavat. Dilezité jsou jeji
prace o rotaci tuhych téles, navazovala na prace Poincarého. Prvni zena, ktera
ziskala z matematiky doktorat a ktera se stala vedouci katedry matematiky.
Anna Charlota Lefflerova, svédska vévodkyné a jeji pritelkyné, o ni napsala
knizku (Sonja Kovalevsky), jejiz ¢esky preklad vysel v Praze v r. 1900. Jeji
roman Nihilist Girl (z roku 1890) vydal cesky (pod nazvem Nihilistka) Otto
v r. 1908. A konecné jeji Vzpominky na détstvi vysly v ceském prekladu ve
Svétové ¢etbé sv. 302, SNKLU, Praha 1963. [JF, MBV]
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velké stavbé, v niz kazdy ¢lanek pochézi z intuice, miizeme jesté
dnes bez ndmahy rozpoznat dilo logika.

Nezmeénili se lidé, zménily se ideje. Intuitivni matematici zi-
stali stejni, jejich ¢tenari vSak od nich vyzadovali vice tistupkai.

Jaky je divod této revoluce?

Neni tézké jej najit. Intuice naAm nemiize dat ani pfesnost, ani
jistotu. To bylo stale vice jasné.

Uvedme nékolik prikladii. Vime, Ze existuji spojité funkce bez
derivace. Pro intuici, nazor, neni nic, co by Sokovalo vice, nez tento
vyrok, vnuceny nam logikou. Nas§i otcové fikavali: ,Je jasné, Ze
kazda spojita funkce ma derivaci, protoze kazda kfivka méa teénu.“

Jak nas v tom muze intuice mast? Je tomu tak proto, Ze
pii snaze predstavit si kfivku si ji nemiZzeme myslet bez néjaké
tloustky, podobné, jako kdyz si pfedstavujeme primku, vidime ji
ve tvaru pfimého prouzku urcité sitky. Vime dobfe, Ze tyto kiivky
nemaji tloustku, snazime se predstavovat si je stale tenc¢i a bli-
zit se tak k limité. Podafii se ndm to do jisté miry, limity vSak
nedosahneme.

Je tedy jasné, ze si vzdy mizeme piedstavit tyto dva tzké
prouzky, jeden primy a druhy zakiiveny, v takové poloze, Ze se
budou lehce dotykat, ale ne prekryvat.

Tak jsme vedeni — pokud ndm v tom nezabranila pfisna analyza
— k zavéru, ze kazda kfivka mé vzdy tecnu.

Jako druhy piiklad vezmu Dirichletiv'? princip, na ném# spo-
¢iva tolik vét matematické fyziky.'® Dnes se tento princip zdi-

'2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), némecky matematik.
Vénoval se teorii ¢isel, matematické analyze, matematické fyzice i matematické
statistice. [MBV]

"“Dirichletiv princip ukazuje ekvivalenci integrovani diferencidlni rovnice
a variacni ulohy, tedy ziskani funkce, ktera minimalizuje néjaky integral. Podle
tohoto principu ze vSech funkci, které nabyvaji na hranici néjaké oblasti Q2
(pivodné v roviné) predepsané hodnoty, je to préavé harmonickd funkce (tj.
ta, ktera spliuje tzv. Poissonovu rovnici Au + f = 0), pro kterou Dirichletiv

||
integral (energeticky potencidl) / §|V'u|2 — vf dx nabyva nejmensi hodnotu
Ja

(za pfedpokladu, Ze je tento integral konecny) — minimum ¢ jen infimum.
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vodnuje velmi presnymi, ale dlouhymi tivahami. Kdysi se naproti
tomu lidé spokojili s kratkym piedvedenim. Jisty integral zavise-
jici na libovolné funkei nemiize byt nikdy nulovy. Z toho se usoudi,
ze musi mit minimum. Chyba této ivahy nas napadne hned, pro-
toze pouzivame abstraktni termin funkce a protoze vime o vSech
singularitach, které mohou funkce mit, pouziva-li se tento termin
v nejobecnéjsim smyslu.

Jinak je tomu, pouzijeme-li konkrétni obrazy, napriklad jestlize
pokladame tuto funkci za elektricky potencial. Pak mutzeme pra-
vem tvrdit, Ze lze dosahnout elektrostatické rovnovahy. Mozna
vSak by primér z fyziky mohl vyvolat jistou nedtivéru. Dame-li
si vSak praci s prekladem této tivahy do jazyka geometrie, ktery
je prostfednikem mezi jazykem analyzy a jazykem fyziky, tato ne-
ditvéra nevznikne, a patrné i dnes by bylo mozné oklamat ne dost
predvidavé ctenare.

Intuice nam nedava jistotu. To je diivod, pro¢ doslo k vyvoji.
Podivejme se nyni, jak tento vyvoj vypadal.

Brzy se zjistilo, ze nelze zavést presnost do usudkii, nezavede-li
se napred do definic.

Po dlouhou dobu byly ty predmeéty, jimiz se matematici zaby-
vaji, povét§inou Spatné definované. VSichni si mysleli, Ze je znaji,
protoze si je predstavovali smysly nebo v predstavivosti. Byly to
vSak obrazy jen hrubé, a nikoli presné ideje, na nichZ by se mohlo
zakladat usuzovani.

Usili logikfi muselo tedy sméfovat nejprve sem.

Tak pro ¢isla nesouméritelna — iracionalni.

Vagni idea spojitosti, za niz vdécime intuici, se rozpadla na
slozity systém nerovnosti mezi prirozenymi ¢isly.

Tim se definitivné vyjasnily vSechny potize, pochézejici z pie-
chodii k limité ¢i ze zachazeni s nekoneéné malymi velicinami

Ackoli Riemann Dirichletiiv princip bézné uzival, na zidkladé Weierstrassovy
poznamky, ze minimum takového integralu nemusi existovat (i kdyz je integral
zdola omezeny), vznikly pochybnosti o jeho platnosti a Dirichletiiv princip se
az do zacatku 20. stoleti nepouzival. Dirichletiiv princip rehabilitoval a vyfesil
az Hilbert pomoci pojmu, ktery dnes nazyvame tplny metricky prostor. [MBV]|
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V analyze dnes zlistala jen prirozena ¢isla nebo konecné ¢i ne-
konecné systémy prirozenych ¢isel, spojenych vzajemné siti vztahii
rovnosti a nerovnosti.

Jak se rika: matematika byla aritmetizovana.

III

Nabizi se prvni otazka: skoncila uz tato evoluce?

Dosahli jsme uz kone¢né absolutni presnosti? Na kazdém stup-
ni této evoluce nasi otcové byli presvédceni, ze ji dosahli. Jestlize
se mylili, nemylime se my také?

Vérime, Ze v naSich tvahach se uz neodvolavame na intuici,
na nazor. Filosofové nam fikaji, Ze je to iluze. Cist4 logika by nés
pfivedla jen k tautologiim. NemfiZe stvofit nic nového. Zadné véda
nemiize vychazet jen z ni.

Tito filosofové maji pravdu v jednom smyslu. K vytvofeni arit-
metiky, stejné jako geometrie ¢i jakékoli jiné védy, je zapotiebi
jeSté néceho jiného, nez jen Cisté logiky. Abychom toto néco ozna-
¢ili, neméame k tomu jiné slovo nez intuice. Jenze kolik rtiznych
ideji se skryva v tomto slové?

Porovnejme tyto ¢tyri axiomy:

1. Dvé veli¢iny rovné néjaké treti jsou si rovny.

2. Je-li néjaka véta pravdiva pro cislo 1 a lze-li dokazat, Ze je
pravdiva i pro n+1, je-li pravdiva pro ¢islo n, pak je pravdiva
pro vSechna pfirozena cisla.

3. Je-li na primce bod C mezi body A a B a bod D je mezi
body A a C, pak je bod D i mezi A a B.

4. Danym bodem lze vést jen jednu rovnobézku k dané primce.

VSechny c¢tyTi se musi prisoudit intuici, a pfesto je prvni vyja-
difenim jednoho z pravidel forméalni logiky, druhy je opravdovym
syntetickym soudem a priori, je to zaklad pfesné matematické in-
dukce, tieti se odvolava na predstavivost a ctvrty je skrytou defi-
nici.
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Intuice se nemusi zakladat na svédectvi smyslti. Smysly se brzy
stanou nedostate¢nymi: nemitzeme si napriklad predstavit tisici-
tihelnik.'* Presto vsak, a tisicitihelnik je jen zvlastnim piipadem,
uvazujeme intuici o mnohothelnicich obecné.

Vite, co Poncelet!® rozumél principem spojitosti.'® Co je prav-
divé o jedné realné veliciné, fikal Poncelet, musi byt pravdivé i o ve-
liciné imaginarni. Co je pravdivé o hyperbole, jejiz asymptoty jsou
realné, musi byt pravdivé o elipse, jejiz asymptoty jsou imaginarni.
Poncelet byl jednim z nejintuitivnéjsich ducht 19. stoleti, byl jim
vasnivé a témeér ukazkové. Princip spojitosti pokléadal za jedno ze
svych nejsmeélejsich pojeti, a presto tento princip nespocival na
svédectvi smysli. Takovému svédectvi by pripodobnéni hyperboly
elipse spiSe odporovalo. Slo zde o jisté uspéchané a instinktivni
zobecnéni, které nehodlam dale obhajovat.

14,,[. ..] nous ne pouvons, par exemple, nous représenter le chiliogone.* —
srov. s Descartovou Sestou meditaci (Descartes, R., Meditace o pruni filosofii.
Ndmitky a autorovy odpovédi, prekl. V. Glombicek a T. Marvan, Oikoymenh,
Praha, 2001):
sl---] Que si je veux penser a un chiliogone, je congois bien a la vérité que
c’est une figure composée de mille cotés, aussi facilement que je conois qu'un
triangle est une figure composée de trois cotés seulement; mais je ne puis pas
imaginer les mille co6tés d’un chiliogone comme je fais les trois d’'un triangle,
ni pour ainsi dire les regarder comme présents ,avec les yeux de mon esprit“.“
ul. - -] Chci-li [vak] pfemyslet o tisicithelniku, chapu sice, ze jde o tvar sesta-
vajici z tisice stran, stejné dobfe jako chapu, ze trojuhelnik je tvar sestavajici
ze t¥i stran, ale onéch tisic stran si uz tak nepredstavim — nebudu je nahlizet
jakoby pfed sebou.* [MBV]

15 Jean-Victor Poncelet (1788-1867), francouzsky matematik a inzenyr, za-
kladatel projektivni geometrie; zabyval se také mechanikou (zavedl nap¥. po-
jem préce v mechanice). V planimetrii je zndm jeho princip duality (k Pas-
calové tiloze) a vztahy mezi kuzelose¢kami. Jako profesor mechaniky na Ecole
d’Application v Metzu zkonstruoval turbiny a vynalezl G¢innéjsi vodni kolo
(Ponceletovo kolo). Byla po ném pojmenovana jednotka prace, nahrazujici
konskou silu. [JF, MBV]

16V tomto p¥ipadé se principem spojitosti mini metricka vlastnost kuzelose-
¢ek. Vime-li naptiklad, ze se (v néjakém pripadé) mohou dvé kruznice protinat
ve dvou bodech, pak miizeme tvrdit, ze se vzdy protinaji ve dvou bodech, které
mohou splyvat nebo byt imaginarni. Princip spojitosti poprvé vyslovil Kepler
a po ném Boscovi¢. Do doby Ponceleta, ktery ho v roce 1822 formuloval, vsak
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Méame tedy vice druhii intuice. Nejprve je to odvolani se na
smysly a predstavivost, pak zobecnéni indukei, jaksi napodobujici
postupy pfirodnich véd, a nakonec mame intuici ¢istého éisla, tu
intuici, z niz vychazi druhy z vyse uvedenych axiomi, a kterd miize
vytvorit skutecné matematické usuzovani.

Prvni dva druhy ndm nemohou dat jistotu. To jsem ukéazal vyse
na piikladech. Kdo by vSak pochyboval o tfeti, kdo by zpochybnil
aritmetiku?

KdyZ se dnes chce dosdhnout v analyze presnosti, pak se po-
uzivaji jen sylogismy a odvolani se na tuto intuici ¢istého ¢isla,
jedinou, ktera nas nemiize klamat. Dnes lze Fici, Ze absolutni pies-
nosti bylo dosazeno.

IV

Filosofové vznesou jesté jinou namitku: ,,Co ziskate na presnosti,
to ztratite na objektivnosti. Nemuizete se povznést k vasemu lo-
gickému idealu, aniz byste pretrhali vazby, které vas spojovaly se
skutecnosti. Vase véda je neposkvrnéna, mutze vS8ak takovou zi-
stat, jen kdyz se zavie do véze ze slonoviny a zakéze si jakykoli
vztah s vnéjsim svétem. Pti sebemensim pouziti by musela z této
véze vyjit.“

Chci napriklad dokazat, ze néjaka vlastnost nélezi néjakému
pfedmétu, jehoZ pojem mi zprvu pfipadd jako nedefinovatelny,
protoze je intuitivni. Nejprve se mi to nedafi, nebo se musim spo-
kojit s pfibliznym ditkazem. Nakonec se rozhodnu dat svému pred-
métu presnou definici, coz mi dovoli ustanovit tuto vlastnost ne-
napadnutelnym zptisobem.

»A co pak,” zeptaji se filosofové. ,,Zbyva jesté dokazat, Ze pied-
mét, ktery splituje tuto definici, je opravdu ten, ktery jste poznali
intuici, anebo Ze ten skutecny a konkrétni pfedmét, o némz se do-
mnivéate, ze je ve shodé s vasi intuitivni ideou, odpovida spravné

nebyl obecné pfijiman. Roku 1945 Robert J. T. Bell princip zobecnil:

Pokud néjakd analytickd identita v libovolném konecném poctu proménnijch
plati pro vsechny redlné hodnoty téchto proménnych, pak také diky komplez-
nimu rozsiteni plati pro viechny komplezni hodnoty téchto proménnyjch. [MBV]
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vaSi nové definici. Jen tak muzete tvrdit, Ze ma onu vlastnost.
Potiz jste jen presunuli.”

To neni pfesné, potiz jsme nepiemistili, nybrz ji rozdélili. Ten
vyrok, ktery se snazime zformulovat, ve skute¢nosti sestava ze
dvou rtznych pravd, které jsme vSak zprvu nerozlisili. Prvni je
pravda matematicka a ta je nyni pfesné zjiSténa. Druhd je pravda
experimentalni. Jen zkuSenost nas muize poucit o tom, zda tento
skutecény a konkrétni predmét odpovida ¢i neodpovida té a té
abstraktni definici. Tato druhé pravda neni dokdzana matematicky
a ani byt nemiize, tak jako nemohou byt matematicky dokazany
empirické zakony fyziky a pfirodovédy. Bylo by nerozumné néco
takového pozadovat.

Neni to vsak velky pokrok, kdyz se nam podarilo rozlisit to,
co se dlouho chybné smésovalo?

Znamena to ale, ze z filosofické namitky nic nezbylo? To neni
to, co chcei Tici. Tim, jak se matematicka véda stava piresnou, na-
byva povahy umélosti, ktera vadi vSem. Zapomina na své histo-
rické pocatky. Je vidét, jak se mohou problémy vytesit, neni vSak
vidét, jak a proc¢ se kladly.

To nam ukazuje, ze logika nestaci, ze véda o dokazovani neni
celou védou a Ze intuice si musi zachovat svou roli dopliku, ekl
bych protivahy i protijedu k logice.

Uz jsem mél prilezitost trvat na tom, Ze intuice musi byt za-
chovana ve vyuce matematickych véd. Bez ni mladi lidé nedokazi
proniknout do matematiky. Nenaudci se ji mit radi a budou v ni
spatfovat jen pusté slovickareni. Predevsim vsak se bez ni nikdy
nestanou schopnymi ji aplikovat.

Dnes vsak chci hovotit pfedevsim o roli intuice ve védé samé.
Je-1i uzitecna pro studenta, tim spise pak pro tviirciho védce.

\Y%

Hledame skutecnost, jenze co je to skuteénost?
Fyziologové nam fikaji, Zze organismy jsou tvoreny butikami,
chemici dodavaji, ze buiiky samy jsou sloZeny z atomti. Znamena
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to, Ze atomy ¢i buniky tvofi skutecnost, ¢i snad jedinou skutec-
nost? Neni snad ten zptisob, jimz jsou burky uspofadany a z ¢eho
pochazi jednota jedince, také skutecnosti, skuteénosti mnohem za-
jimavéjsi nez skutecnost izolovanych prvka? Miize se prirodovédec,
ktery zkoumal slona vzdy jen pod mikroskopem, domnivat, Ze zna
toto zvife dostatecné?

V matematice se vyskytuje néco podobného. Logici rozlozi
kazdy dtikaz na velky pocet elementarnich operaci. Kdyz tyto ope-
race zkoumame jednu po druhé a kdyz konstatujeme, Ze vSechny
jsou spravné, uvérime tomu, Ze uz jsme pochopili skuteény smysl
tohoto diikazu? Pochopili jsme tento dilkaz, kdyz diky paméti
jsme schopni opakovat tento diikaz reprodukovanim vSech onéch
elementarnich operaci v tomtéz poradi, do néjz je seradil vyndlezce
tohoto diikazu?

Jisté ne, jesté nemam skutecnost celou, zcela nam unika to
néco, co vytvari jednotu dikazu.

Cist4 analyza nam dava k dispozici mnozstvi postupt, jejichz
neomylnost ndm zarucuje. Otevirda nam tisice riznych cest a my
se po nich mizeme vydat s plnou divérou. Zarucuje nam, Ze na
nich nenarazime na prekazky. Jenze ktera z téchto cest nas do-
vede nejrychleji k cili? Kdo nam fekne, kterou si mame vybrat?
Potiebujeme néjakou schopnost, ktera nam umozni vidét z dalky
cil. Touto schopnosti je intuice. Potifebuje ji badatel, aby si zvolil
cestu, neméné ji potfebuje ten, kdo kraci v jeho stopach a kdo by
chtél védét, proc si ji zvolil.

Jste-li pfitomni partii Sachti, nestaci k tomu, abyste partii po-
chopili, znat pravidla tahi figurek. To by vam dovolilo jen poznat,
zda kazdy tah byl hran podle téchto pravidel, coz mé opravdu ma-
lou cenu. Tak by postupoval ¢tenaf matematické knihy, ktery by
byl jen logikem. Pochopit partii je néco zcela jiného. Znamené to
védét, pro¢ hrac tahl pravé takto touto figurkou, nikoli zda jeho
tah neporusil pravidla hry. To znamena pochopit intimni divod,
ktery z této fady postupnych tahii udélal organizovany celek. Tim
spiSe je tato schopnost nezbytna pro hrace samého, tedy pro vy-
nalezce.
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Opustme tyto pfiméry a vratme se k matematice.

Podivejme se, co se stalo naptiklad s pfedstavou spojité funkce.
Na pocatku to byl jen smyslovy obraz, naptiklad obraz ¢ary na-
kreslené kiidou na tabuli. Pak se postupné oc¢istoval, az se pouzil
ke konstrukci komplikovaného systému nerovnosti, které jako by
reprodukovaly vSechny ¢ary ptivodniho obrazu. Po skonéeni této
stavby, po odstranéni podptirné klenby, se odhodi ona hrubé pfed-
stava, ktera slouzila jako podpora a ktera se uz stala zbytecnou.
Ziustane jen stavba sama, kterda je v oc¢ich logikii nenapadnutelna.
Kdyby vsak ptivodni obraz zcela zmizel z nasi paméti, jak bychom
mohli uhadnout, jaky rozmar pospojoval vsechny tyto nerovnosti
zrovna do této konstrukce?

Mozna vam pripada, ze pfiméry uz zac¢inam zneuZzivat, dovolte
mi vSak jesté jeden. Nepochybné jste uz nékdy vidéli tu jemnou
splef kifemikovych jehlic¢ek, kterd vytvaii kostru nékterych moi-
skych hub. Kdyz zmizela organicka latka, zbyla jen kiehka a ele-
gantni krajka. Jisté, zbyl tam jen kysliénik kfemicity, avSak to,
co je zajimavé, je forma, kterou vytvari, a tu nemtZeme pocho-
pit, pokud nezname tu zivou houbu, ktera ji tuto formu vtiskla.
Tak i staré intuitivni pojmy nasich oteti, i kdyZz jsme je opustili,
vtiskavaji svou formu logickym konstrukcim, které jsme dali na
jejich misto.

Toto vidéni celku je pro vynalezce nutné. Je stejné nutné i pro
toho, kdo chce skutecné vynalezce pochopit. Mize nidm to dat
logika? Ne. Uz jméno, které ji davaji matematici, to dokazuje.
V matematice se logika nazyvé analyza'” a analyza znamena roz-
délovant, rozrezavani. Nemuze tedy mit jiny néstroj nez skalpel

""Matematicka analyza je dnes jednou ze zakladnich sou¢asti matematiky.
Jejimi zédkladnimi pojmy jsou funkce, limita (posloupnosti a funkci), derivace
a integral. Nékdy je v ni zahrnuta také teorie miry, nekonec¢nych fad a analy-
tickych funkci. Vedle matematické analyzy jsou v matematice péstovany i dalsi
yanalyzy* — statisticka analyza, numericka analyza, funkcionalni analyza atd.
Logika, zvlasté matematicka logika, v matematice nasla diky svému boufli-
vému vyvoji v prvni poloviné 20.stoleti své pevné a nezanedbatelné misto.
Intuice jako zptisob uvazovani v proto-matematickém rozjimani je bézny i pro
analyzu. [MBV]
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a mikroskop. Tak maji logika i intuice své vlastni nezbytné role.
Obé jsou nepostradatelné. Logika, kterd jedind miZe dat jistotu,
je nastrojem dokazovani. Intuice je nastrojem objevovani.

VI

Jen co jsem zformuloval tento zavér, ozvalo se svédomi.

Na zacatku jsem rozlisil dva druhy matematickych ducht, lo-
giky a analytiky na jedné strané, a na druhé intuitivni a geometry.
Jen analytici jsou také vynalezci. Jména, kterd jsem uvadél, mne
zbavuji nutnosti setrvat u toho.

Je tady prinejmensim zdanlivy rozpor a ten je tfeba vyjasnit.

Za prvé, myslime si, Ze logici vzdy postupuji od obecného k jed-
notlivému, jak se zdalo, ze je k tomu zavazuji pravidla formalni
logiky? To by pak nedokazali rozsifovat hranice védy, protoze vé-
decké zkoumani lze uskutecnovat jen pomoci zobeciiovani.

V jedné z kapitol Vedy a hypotézy'® jsem mél piilezitost zkou-
mat povahu matematického usuzovani a ukazal jsem, jak toto usu-
zovani, aniz by prestalo byt absolutné presné, nas miize pozved-
nout od dil¢tho k obecnému postupem, ktery jsem nazval mate-
matickou indukei.

Pravé timto postupem analytici rozvijeli védu a prozkoumame-
-li dokonce i jejich dikazy, nalezneme jej tam v kazdém okamziku
vedle klasickych Aristotelovych sylogismii.

Vidime tudiz, Ze analytici nejsou prosté jen sestavovatelé sylo-
gismi po zpusobu scholastikii.

Véfime na druhé strané, ze vzdy postupovali krok za krokem,
aniz by tusili cil, kterého chtéji dosahnout? Museli pfece uhadnout
tu cestu, ktera k nému vede, a k tomu potiebuji néjaké voditko.

Timto voditkem je pfedevsim analogie.

Napriklad jeden tsudek zvlasté drahy analytiktim je ten, ktery
se zaklad4 na pouziti majorantnich funkei.!'® Vime, Ze uz poslouzil

'%Jde o kapitolu ,,0 povaze matematického uvazovani®, ktera je soucasti
tohoto vyboru. [JF, MBV]
""“Majoranta (horni mez) je matematicky pojem z teorie usporadani.
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k vyreSeni spousty problémi. V ¢em tedy spociva role vyndlezce,
ktery jej chce pouzit na néjaky novy problém? Je tfeba, aby nej-
prve rozpoznal analogii toho problému s témi problémy, které uz
touto metodou byly vyfeseny. Pak musi poznat, v ¢em se tento
novy problém lisi od ostatnich, a z toho odvodit zmény, které je
zapotfebi vnést do metody.

Jak ale pozname tyto analogie a tyto rozdily?

V prikladu, ktery jsem préavé uvedl, jsou téméf vzdy jasné,
mohl bych v8ak nalézt jiné, kde by byly mnohem skryté&jsi. Casto
je k jejich objevu zapotiebi neobvyklé pronikavosti.

Analytici, aby jim neunikly tyto skryté analogie, to jest, aby
mohli byt vynalezci, musi bez podpory smyslii a predstavivosti
mit pfimy cit pro jednotu usuzovani, pro to, co je jaksi jeho dusi
a intimnim zivotem.

V rozhovorech Hermite?® nikdy nepouzil smyslovy obraz,
presto vSak jste si brzy vSimli, Ze ta nejabstraktnéjsi jsoucna pro
néj byla néco jako zivé bytosti. Nevidél je, citil vSak, Ze to nejsou
umeélé vytvory a ze maji néjaky princip vnitini jednoty.

Ale to je prece zase intuice. Miizeme z toho usoudit, Ze naSe
pocatecni rozliSeni bylo jen zdanlivé, Ze existuje jen jeden druh
duchii a ze vSichni matematici jsou intuitivni, ¢i aspon ti, ktefi
jsou schopni néco vynalézat?

Ne. Nase rozliSeni odpovida nécemu skuteénému. VysSe jsem
fekl, Ze je vice druhfi intuice. Rekl jsem, jak se intuice ¢istého
¢isla, ta intuice, z niz vychéazi pfesnd matematicka indukce, 1isi od
smyslové intuice, v jejimz zakladé je predstavivost.

Abychom mohli mluvit o majoranté mnoziny, musi byt mnozina uspotradana
a musi byt podmnozinou jiné mnoziny. Pomoci pojmu majoranty se definuje
supremum (mnoziny) jako nejmensi prvek (mnoziny nebo t¥idy) vSech majo-
rant (pokud tato mnozina ma nejmensi prvek). Pro nas piiklad dodejme, Ze
mnozina vSech spojitych funkei je uspofadana a u jistych druht funkei (tedy
na jeji podmnoziné) lze hovofit o jejich majoranté. [MBV]

*0Charles Hermite (1822-1901), francouzsky matematik. Vice viz po-
znamku 7 na str. 61. [MBV]
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Je propast, ktera je oddéluje, méné hluboka, nez se zdalo
zprvu? Uzname po peclivéj§im prozkoumani, Ze tato ¢ista intuice
se sama neobejde bez podpory smysli? To je zilezitost pro psy-
chologa a metafyzika a ja se touto otazkou zabyvat nebudu.

Staci vsak, aby tato véc byla pochybna, abych mél pravo uznat
a stvrdit podstatnou divergenci mezi témito dvéma druhy intuice.
Nemaji tyz predmét a zda se, ze vyuzivaji dvou odlinych schop-
nosti nadi duse. Rekli bychom, Ze to jsou dva projektory zamifené
na dva zcela si cizi svéty.

Ty, které jsme nazvali analytiky, osvétluje a Fidi intuice ¢istého
¢isla, logickych forem.

Tato intuice jim dovoluje nejen dokazovat, ale i objevovat. Po-
moci ni vidi najednou obecny plan logické stavby, a to bez zasahu
smyslti.

Odmitaji pomoc predstavivosti, kterd, jak jsme vidéli, neni
vzdy neomylna, a tak mohou postupovat bez obav, Ze by se zmylili.
Stastni jsou ti, ktefi se dokazi obejit bez takové podpory! Musime
je obdivovat, ale jak vzacni jsou!

Mezi analytiky existuji tudiz vynalezci, ale je jich maélo.

Vétsinu z nas by zachvatila zavrat, kdybychom chtéli vidét do
dalky jen s pomoci ¢isté intuice. Nase slabost potfebuje néjakou
pevnéjsi oporu a az na vyjimky, o nichz jsme mluvili, je pravda, Ze
smyslova intuice je nejobvyklejsim néastrojem objevu v matema-
tice. V souvislosti s poslednimi itvahami se klade otazka, na jejiz
feSeni uz nemam ¢as. Cas nemam uz ani na vysvétleni s potieb-
nymi podrobnostmi.

Je tfeba vést novy fez a rozliSovat mezi analytiky, ktefi po-
uzivaji predevsim tuto Cistou intuici, a mezi témi, ktefi se zabyvaji
hlavné formalni logikou?

Ch. Hermita napftiklad, jehoz jsem uvadél pred chvili, nelze
fadit mezi geometry, ktefi pouzivaji smyslovou intuici. Neni vsak
ani logikem ve vlastnim smyslu slova. Neskryva sviij odpor viici
¢isté deduktivnim postuptim od obecného k dil¢imu.



