
Tietzeova věta o rozš́ı̌reńı funkćı.

(pro ty, kdo chěj́ı znát d̊ukaz)

1. Z Textu budeme potřebovat pojem stejnoměrné konvergence
zobrazeńı mezi metrickými prostory (Kapitola XVIII, Sekce 1):
fn : X → Y stejnoměrně konverguj́ı k f : X → Y , značeńı

fn ⇒ f,

jestliže

∀ε∃n0, n ≥ n0 ⇒ ∀x, |fn(x)− f(x)| < ε

(všimněte si, že n0 záviśı jen na ε, ne na x na rozd́ıl od bodové
konvergence fn → f kde předpokládáme jen, že limn fn(x) =
f(x) pro všechna x).

Na rozd́ıl od bodové konvergence plat́ı, že

je-li fn ⇒ f a jsou-li všechna fn spojitá, je i f spojité.

(Text XVIII,1.3, velmi snadné.)
Neńı asi třeba dodávat, že řada funkćı

f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · ·

konverguje stejnoměrně jestliže posloupnost (
∑n

k=1 fk(x))n kon-
verguje stejnoměrně.

2. Tietzeova věta pro funkce s hodnotami v kompaktńım
intervalu.
Jsou dány: metrický prostor X, uzavřená Y ⊆ X, spojitá funkce
f : Y → 〈−1, 1〉.
Ćıl: Spojitá funkce g : X → 〈−1, 1〉 taková, že g|Y = f .
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Užitečné funkce: Bud’te A,B ⊆ X disjunktńı uzavřené, α, β ∈
〈−1, 1〉. Položme

φ{A,B;α, β}(x) = α + (β − α)
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

(d je vzdálenost v X). Uvědomte si, že protože jsou A,B dis-
junktńı a uzavřené je d(x,A) + d(x,B) 6= 0 pro všechna x
(d(x,A) + d(x,B) = 0 by dalo x ∈ A ∩ B = A ∩ B) a tedy
je φ{A,B;α, β} spojitá funkce. Pro φ = φ{A,B;α, β} plat́ı

φ[A] ⊆ {α}, φ[B] ⊆ {β} a všechny φ(x) jsou mezi α a β.

Konstrukce: Položme f0 = f ,A1 = f−1[〈−1,−1
3〉],B1 = f−1[〈13 , 1〉],

φ1 = φ{A1, B1;−1
3 ,

1
3} a f1(x) = f(x)−φ1(x) pro x ∈ Y . Potom

je

|φ1(x)| ≤ 1

3
a |f1(x)| ≤ 2

3
.

Předpokládejme nyńı, že již máme spojité

φ1, . . . , φn na X a f = f0, f1, . . . , fn na Y (∗)

takové, že pro každé k ≤ n je

|fk(x)| ≤
(

2

3

)k

and |φk(x)| ≤ 1

3

(
2

3

)k−1
. (∗∗)

Položme
An+1 = f−1n [〈−

(
2
3

)n
,−1

3

(
2
3

)n〉], Bn+1 = f−1n [〈13
(
2
3

)n
,
(
2
3

)n〉],
φn+1 = φ{An+1, Bn+1;−1

3

(
2
3

)n
, 13
(
2
3

)n},
a fn+1(x) = fn(x)− φn+1(x) pro x ∈ Y
(děláme s funkćı fn to co jsme udělali s f = f0 nahoře). T́ım
jsou φk a fk z (∗) splňuj́ıćı (∗∗) o krok rozš́ı̌reny.

2



Žádaná funkce g: Pro x ∈ X položme

g(x) =
∞∑
n=1

φn(x).

Tak je definována funkceX → 〈−1, 1〉 (nebot’ |g(x)| ≤
∑∞

n=1 |φn(x)| ≤∑∞
n=1 φn(x) ≤

∑∞
n=0

1
3

(
2
3

)n
= 1

3

∑∞
n=0

(
2
3

)n
= 1

3
1

1− 2
3

= 1
33 = 1)

a tato funkce je spojitá, protože ta řada (to jest, posloupnost
(
∑n

k=1 φn(x))n) zřejmě konverguje stejnoměrně.
Konečně pak pro x ∈ Y máme fk(x) = fk+1(x) +φk+1(x) a tedy

f(x) = f1(x) + φ1(x) = f2(x) + φ2(x) + φ1(x) = · · ·

· · · = fn(x) +
n∑

k=1

φn(x)

a jelikož limn fn(x) = 0 dostáváme f(x) = limn

∑n
k=1 φn(x) =

g(x).

Když to shrneme a vezmeme v ůvahu, že každý netriviálńı kom-
paktńı interval je homeomorfńı s 〈−1, 1〉 vid́ıme, že plat́ı

Věta. (Tietze) Bud’ Y uzavřený podprostor metrického prostoru
X, bud’ J kompaktńı interval a bud’ f : Y → J spojitá funkce.
Potom existuje spojitá g : X → J taková, že g|Y = f .

Explicitněji, bud’ Y uzavřená podmnožina metrického pro-
storu X. Potom každou reálnou funkci f na Y takovou, že a ≤
f(x) ≤ b pro všechna x m̊užeme rozš́ıřit na stejně omezenou
spojitou g na X.
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