Tietzeova véta o rozsireni funkci.
(pro ty, kdo chéji znét dukaz)
1. Z Textu budeme potiebovat pojem stejnomérné konvergence

zobrazeni mezi metrickymi prostory (Kapitola XVIII, Sekce 1):
fn: X =Y stejnomérné konverquji k f : X — Y, znaceni

fn =3 T,
jestlize
Vedng, n>ng = Va,|fu(x) — f(z)] <e
(vSimnéte si, ze ny zavisi jen na €, ne na x na rozdil od bodové
konvergence f, — f kde predpokladame jen, ze lim, f,(x) =
f(x) pro vsechna x).
Na rozdil od bodové konvergence plati, ze
je-li f,, = f a jsou-li vSechna f, spojitd, je i f spojité.
(Text XVIIL, 1.3, velmi snadné.)

Neni asi tieba dodavat, ze fada funkeci

f@) + fo(x) 4+ -+ folx)+- -

konverguje stejnomeérné jestlize posloupnost (>°7_; fi(x)), kon-
verguje stejnomerne.

2. Tietzeova véta pro funkce s hodnotami v kompaktnim
intervalu.

Jsou dany: metricky prostor X, uzaviena Y C X, spojita funkce
f:Y —=(-1,1).

Cil: Spojité funkce g : X — (—1,1) takova, ze g|Y = f.



Uziteéné funkce: Budte A, B C X disjunktn{ uzaviené, a, 3 €
(—1,1). Polozme

d(z, A)
d(z,A) + d(z, B)

A, Bya, B}(z) = a+ (8 — )

(d je vzdélenost v X). Uvédomte si, ze protoze jsou A, B dis-
junktni a uzaviené je d(z,A) + d(x,B) # 0 pro vSechna x
(d(z,A) +d(z,B) = 0 by dalo z € ANB = AN B) a tedy
je ®{A, B; «a, B} spojita funkce. Pro ¢ = ¢{ A, B; «, 5} plati

o[A] C {a},¢[B] C {8} a vsechny ¢(x) jsou mezi a a [3.

Konstrukce: Polozme fy = f, A1 = f'[(—1,—3)], B1 = f![(3,1)],
¢ = ¢p{ A1, By; —%,% a fi(z) = f(x) — ¢1(x) pro x € Y. Potom

je

Wl
Wl N

[or(@)] <5 a [filz)] <

Predpokladejme nyni, ze jiz mame spojité
¢1,.-.,0pna X a f=fo,f1,...,fnnay (%)

takové, ze pro kazdé k < n je

k
hl< (3) and o) <

Polozme

A = 1 (3" =5 (3) ")) Bun = £'1G(3)" ()",
Oni1 = O{Ans1, Bors —3 (3)" .2 (3)"},

a fn—H(x) = fn(x) o ¢n+1(x) pro r € Y

(delame s funkei f,, to co jsme udélali s f = fy nahofe). Tim
jsou ¢ a fi z (%) spliujici (xx) o krok rozsiteny.



Z4dan4 funkce g: Pro x € X polozme

Tak je definovédna funkce X — (—1,1) (nebot |g(x)] < 307 [pn(x)| <
n n

D e Pula) < ZZO:O% (%) - %ZZO:O (%) = %1% = %3 = 1)

a tato funkce je spojitd, protoze ta rada (to jest, posloupnost

(> i n(x))n) ziejmeé konverguje stejnomeérné.

Konecné pak pro x € Y mame fp(z) = fri1(x) + ¢ri1(z) a tedy

f(x) = filz) + ¢1(x) = fo(z) + da(z) + $1(z) = - --
o= @)+ (@)
k=1

a jelikoz lim, f,(z) = 0 dostdvame f(z) = lim, Y ,_; ¢n(x) =
g(x).

Kdyz to shrneme a vezmeme v uvahu, ze kazdy netrivialni kom-
paktni interval je homeomorfni s (—1,1) vidime, ze plati

Véta. (Tietze) Bud' Y wuzavreny podprostor metrického prostoru
X, bud J kompaktni interval a bud f :Y — J spojitd funkce.
Potom existuje spojita g : X — J takovd, Ze g|Y = f.

Explicitnéji, bud Y wzaviend podmmnozina metrického pro-
storu X. Potom kaZdou redlnou funkci f na'Y takovou, Ze a <
f(x) < b pro vSechna x muzZeme roz8iTit na stejné omezenou
spojitou, g na X.



