Cisla.
Prirozena cisla
N 0, naslednik, indukce

aritmetika: scitani, nasobeni, 1=0’

a+0=a a-1=a
(a+b)+c=a+b+c) (a-b)-c=a-(b-c
a+b=>b+a a-b=">b-a

(a+b)c = ac+ be

Dale mame:
usporadani a < b (dx,a+ x = b)

a<a a a<b&b<ajenkdyza=0>
a<bab<c = a<lc

Va,b, bud a < banecho b < a

a<b = a+tc=b+c

a<b = a-c=b-c



Peanovy axiomy.
n # 0 je m' préavé jednoho m,
0 neni naslednik,
z A0) a A(n) = A(n') plyne YnA(n)
(A(n) = “Tovrzeni A plati pron”)
n+0=0 n+m =(n+m)
n0=0, nm =nm+n
Priklady: 1. Associativita scitant:

(m+n)+0=m+n=m+0)+n, m-+n+p)=
m+(n+p) = (m+(n+p)) = ((m+n)+p) = (m+n)+p’

2.0+n=mn:

0+0=0, 0+n'=0+n)=n

3. Definuyme 1 = 0. Potomn' =n+1an' =1+n:

0=1=140=0+1, n=n+0=n+0 =
n+1l, 1+n'=0+n)=@®)

4. Komutativita scitant:

m4n’ = (m+n) = (n+m) = n+m’ = n+(1+m) =
(n+1)+m=n"+m

5. Distributivita:

(m+n)p=m+n)p+m+n=mp+np+m+n =
(mp+m)+ (np+n) =mp + np’
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Cela cisla
7

aritmetika: s¢éitani, 0, odcitani, nasobeni, 1

a+0=a al = a
(a+b)+c=a+(b+c) (ab)c = a(be)
a+b=b+a ab = ba

(a+b)c = ac+ be

vadb, a+b=0 (NOVINKA)

Dale mame stale usporadani

a<a a a<b&b<ajenkdyza=0»
a<bandb<c = a<c

Va,b, bud @ < bancho b < a

a<b = a+c=b+c

a<band 0<c¢ = ac<bc (MODIFIKOVAN(»



Racionalni ¢isla

aritmetika: s¢itani, 0, odéitani, nasobeni, 1, déleni

Usporadani

a+0=a al =a
(a+b)+c=a+(b+c) (ab)c = a(bc)
a+b=b+a ab = ba
(a+b)c=ac+bec

Yadb, a4+ b =0

va #03b, ab=1 (NOVINKA)

a<a a a<b&b<ajenkdyza=0
a<bab<c = a<c

Va,b, bud a < b ancho b < a
a<b = a+tc=b+c

a<bal>c = ac<bc

(USPORADANE TELESO)



Realna c¢isla
R :

aritmetika: s¢éitani, 0, odéitani, nasobeni, 1, déleni

usporadani
a+0=a al =a
(a+b)+c=a+(b+c) (ab)ec=albec)
a+b=0+a ab = ba
(a+b)c=ac+bec
Vadb, a+b =0
Va # 0db, ab =1

a<a a a<b&b<ajenkdyza=0>
a<bab<c¢c = a<ec

Va,b, bud a < bancho b < a

a<b = a+tc=b+c

a<bal<c = ac<bc

a kazda neprazdna omezena mnozina
mA supremum. (NOVINKA)

(UPLNE USPORADANE TELESO)



Poznamky.

1. Pri praci s realnymi ¢isly uzivame jen uvedené vlast-
nosti.

2. Komplexni ¢isla tvori také téleso, ale nedaji se (linedrneé)
usporadat.

3. Realnym ¢islum davame vic struktury, totiz vzdalenost

|z — y|, ¢cimz se stanou euklidovskou piimkou.

4. Termin uplny ma dva vyznamy. V teorii usporadani
se tyka existenci suprem vSech podmnozin (¢astecné) usporadané
mnoziny. V metrickych prostorech znamena konvergenci
vsech Cauchyovskych posloupnosti. Tak napr. je kazdy
euklidovsky prostor (véetné komplexni roviny) uplny v
druhém smyslu aniz by byl jakkoli usporadany.



5. Redlna cisla jsou uplnd v obou smyslech. Prisné
vzato, jsou uplna v metrickém smyslu a skoro uplna ve
smyslu usporadani (je zde to proviso o neprazdné ome-
zené mnozing; to se ale da spravit zavedenim +o0o0 a —00).

Uplnost prostoru (R, |z — y|) je v Bolzano-Cauchyové
vete.



Pozorovani. Kazda Cauchyovskd posloupnost je
omezend.

Diikaz. Vezméme ng takové aby pro m,n > ng bylo
|z, — x| < 1. Polozme K = max{|z; — z,||n < ng}.
Potom pro kazdé n je |x; — x,| < K + 1.

Lemma. Bud (z,), Cauchovskd a necht jeji podpo-
sloupnost (zy, ), konverguje k x. Potom je lim, x, = x.
Dikaz. Pro ¢ > 0 zvolme ny tak aby pro n > ny
bylo |z, —a| < 5, a ny tak aby pro m,n > n; bylo
|z — 2| < 5. Jelikoz k,, > nmame pak pro n > ng =

max(ni, ng), |, —a| < |v, —xp, |+ |28, —a] < 5+5 =€

Disledek. (Bolzano-Cauchyova Véta) KazZdd Cau-
chyovskd posloupnost v R konverguje. Tedy je R uplny
metricky prostor.



Priklad:
Absolutné konvergentni rady.

Predpoklddejme, ze 7 | b, konverguje (tfeba necht
b, = Bq" pro néjaké 0 < q < 1), a ze |a,| < b, pro
vSechna m. Potom pro ¢dstecné soucty s, = Y ., a a
tn = > 1 _y by mame

m m
‘Sm_3n|:‘ Z an’é Z ’an’§

k=n+1 k=n+1
m
< E b =ty — Tn.
k=n+1

(t,)n konverguje, je tedy Cauchyovska, tedy (s,), je Cau-
chyovska, a tedy (s,), konverguje.
Takze vime, Ze

konecny soucet > a, existuje,

aniz bychom méli predem tuseni jaka jeho hodnota je.



Okoli, oteviené mnoziny.
Q(z,e) ={y|d(z,y) < e}
U je okoli bodu x = Fe,Q(x,e) CU
U je otevrend = U je okoli kazdého svého bodu.

Fakt. Kazdd Q)(x, ) je otevrend.

(Je-liy € Qzx,¢) je d(x,y) < e. Zvolme n, 0 < n <
e —d(x,y). Je-lli z € Qy,n) je dlz,z) < d(z,y) +
d(y,z) < d(x,y) +n < ¢, takze z € Q(x,¢).)

Obraz a vzor.

flA]=A{f(z)]z € A},

7Bl ={z|f(z) € B}

Fakta. f[A|]C B = AC f![B],

fIFYB) C B, AcC fYfIA].
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Veéta. Nasledujici tvrzeni o f: X — Y jsou ekviva-
lentny.

(1) f je spojita.

(2) Pro kazdé x € X a kaZdé okoli V' bodu f(x) exis-
tuje okoli U bodu x takové, Ze flU] C V.

(3) Pro kazdou V otevienou v'Y je f~[V] oteviend
X.

Dukaz. (1)<(2): f[Qz,0)] € Q(f(x),e) tikd presné

totéz jako ze
d(z,y) <0 = d(f(z), fy)) <e.

(2)= (3): Bud V oteviend a bud x € f~1[V]. Potom
f(z) € V.,V je okoli bodu f(x) a existuje okoli U bodu
x takové, ze f[U] C V. Potomx € U C f~HV]a f~HV]
je okoli bodu z.

(3)=(2): Bud V okoli bodu f(z), bud f(x) € W
Q(f(z),e) C V. W je oteviend, tedy je U = f~1[W]
oteviend, x € U, a f[U] = f[f W] CW C V.
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Homeomorfismus.
Spojité f: (X, d) — (Y, d') takové, ze existuje spojité
g:(Y,d)— (X,d) pro které

f-g=idy and g¢g-f=idy.
(Jako isomorfismy v algebrach a jinde).

Priklad.
tan : (—m,m) = R, arctan : R — (—m, )

Kazdy otevreny interval (omezeny nebo neomezeny)

je homeomorfni s R.
FEkvivalentni metriky d, d’ na X:
id: (X,d) = (X,d) je homeomorfismus

Piiklad.
d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)| na R je ekvivalentni se

standardni |z — y|.
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Topologické pojmy: pojmy zachovavané pii home-
omorfismech;
na dané mnoziné: nezavislé na volbé ekvivalentni metriky.

Priklady. Topologické:

spojitost

konvergence

okoli (tfebaze )z, €) neni)

oteviena mnozina

uzaviena mnozina

uzaver

kompaktnost

Nejsou topologické:

omezenost

Cauchyova vlastnost

uplnost
(omezeny otevieny interval (a,b) je omezeny, R neni. R
je uplny, (a,b) neni.)
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Silné ekvivalentni metriky.
Silné ekvivalentnid, d na X: existuji o, 8 > 0 takové,

~

ze

Vr,y, ad(z,y) <d(z,y) < Bdx,y)

Silna ekvivalence zachovava i omezenost, Cauchyovu
vlastnost a uplnost.

Specialné jsou silné ekvivalentni metriky na I,

d((i)i, (Yi)i) = \/Z(ﬂfz — yi)?
>\ 33@ i) y@ Z ‘5131 yz

o((@i)i (y:)i) = max|z; —yil.
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Podobneé je tomu s variantami vzdalenosti v (konecnych)
soucinech:

d((xi)i, (yi)i) = \/Z di(, yi)?
((x:)iy (yi)s Zd T, Yi)

()i (yi)i) = max di(z;, i)

jsou silné ekvivalentni.

Zrejmeé mame

max d;(z;, y;) < \/Z di(wi, yi)?

mlax di(azi, yl) < Z dz‘(ﬂfia ?Jz)

\/Z di(w;,y:)* < vnmaxdi(vi, y;)

Z di(xi, yi) < nmaxd;(x;, y;)
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Reformulace kompaktnosti.
Hromadné body.

x je hromadny bod mnoziny M v (X, d) je li pro kazdé
okoli U bodu x mnpzina U N M nekonecna.
(Equivalentné, je-li v kazdém okoli U bodu x bod y # x.)

Tvrzeni. (X, d) je kompakini prave kdyz kazZdd ne-
koneé¢nda M C X md hromadny bod.

Diikaz. 1. Bud (X, d) kompaktni a M C X nekonecna.
Zvolme (x,), s , € M ruznymi. Bud (xy, ), konver-
gentni podposloupnost. Potom je x = lim, xy, zfejmé
hromadny bod mnoziny M.

I1. Naopak bud (z,,), posloupnost v X. Je-li {x, |n =
1,2,...} konectna, existuje konstantni podposloupnost.
Jinak ma M = {z,|n = 1,2,...} hromadny bod z,
a kazdd M N Q(z, 1) je nekonetnd. Zvolme zy, € M N
Qx,1). Mame-li zy, s k1 < kg < -+ < Kk, takové ze
zr, € M N Qz,1) zvolme xy,,, € M N Qz, =) s
kni1 > k, (mame nekoneéné mnoho moznosti). Potom
je lim, xp, = x.
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Podrobnosti.

Text:

Kapitola I, Sekce 2

Kapitola II, Sekce 3

Kapitola III, Sekce 2

Kapitola XIII, Sekce 2, 3,4, 6 a 7
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