
Č́ısla.
Přirozená č́ısla
N 0, následńık, indukce
aritmetika: sč́ıtáńı, násobeńı, 1=0’

a + 0 = a a · 1 = a

(a + b) + c = a + (b + c) (a · b) · c = a · (b · c)
a + b = b + a a · b = b · a
(a + b)c = ac + bc

Dále máme:
uspořádáńı a ≤ b (∃x, a + x = b)

a ≤ a a a ≤ b & b ≤ a jen když a = b

a ≤ b a b ≤ c ⇒ a ≤ c

∀a, b, bud’ a ≤ b anebo b ≤ a

a ≤ b ⇒ a + c = b + c

a ≤ b ⇒ a · c = b · c

1



Peanovy axiomy.
n 6= 0 je m′ právě jednoho m,
0 neńı následńık,
z A(0) a A(n)⇒ A(n′) plyne ∀nA(n)

(A(n) ≡ “Tvrzeńı A plat́ı pro n”)

n + 0 = 0, n + m′ = (n + m)′

n0 = 0, nm′ = nm + n

Př́ıklady: 1. Associativita sč́ıtáńı:

(m+n) + 0 = m+n = (m+ 0) +n, m+ (n+ p′) =

m+(n+p)′ = (m+(n+p))′ = ((m+n)+p)′ = (m+n)+p′

2. 0 + n = n:

0 + 0 = 0, 0 + n′ = (0 + n)′ = n′

3. Definujme 1 = 0′. Potom n′ = n+ 1 a n′ = 1 +n:

0′ = 1 = 1 + 0 = 0 + 1, n′ = (n + 0)′ = n + 0′ =

n + 1, 1 + n′ = (1 + n)′ = (n′)′

4. Komutativita sč́ıtáńı:

m+n′ = (m+n)′ = (n+m)′ = n+m′ = n+(1+m) =

(n + 1) + m = n′ + m

5. Distributivita:

(m+n)p′ = (m+n)p+m+n = mp+np+m+n =

(mp + m) + (np + n) = mp′ + np′
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Celá č́ısla

Z :

aritmetika: sč́ıtáńı, 0, odč́ıtáńı, násobeńı, 1

a + 0 = a a1 = a

(a + b) + c = a + (b + c) (ab)c = a(bc)

a + b = b + a ab = ba

(a + b)c = ac + bc

∀a∃b, a + b = 0 (NOVINKA)

Dále máme stále uspořádáńı

a ≤ a a a ≤ b & b ≤ a jen když a = b

a ≤ b and b ≤ c ⇒ a ≤ c

∀a, b, bud’ a ≤ b anebo b ≤ a

a ≤ b ⇒ a + c = b + c

a ≤ b and 0 ≤ c ⇒ ac ≤ bc (MODIFIKOVÁNO)
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Racionálńı č́ısla

Q :

aritmetika: sč́ıtáńı, 0, odč́ıtáńı, násobeńı, 1, děleńı

Uspořádáńı

a + 0 = a a1 = a

(a + b) + c = a + (b + c) (ab)c = a(bc)

a + b = b + a ab = ba

(a + b)c = ac + bc

∀a∃b, a + b = 0

∀a 6= 0∃b, ab = 1 (NOVINKA)

a ≤ a a a ≤ b & b ≤ a jen když a = b

a ≤ b a b ≤ c ⇒ a ≤ c

∀a, b, bud’ a ≤ b anebo b ≤ a

a ≤ b ⇒ a + c = b + c

a ≤ b a 0 ≥ c ⇒ ac ≤ bc

(USPOŘÁDANÉ TĚLESO)
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Reálná č́ısla

R :

aritmetika: sč́ıtáńı, 0, odč́ıtáńı, násobeńı, 1, děleńı

uspořádáńı

a + 0 = a a1 = a

(a + b) + c = a + (b + c) (ab)c = a(bc)

a + b = b + a ab = ba

(a + b)c = ac + bc

∀a∃b, a + b = 0

∀a 6= 0∃b, ab = 1

a ≤ a a a ≤ b & b ≤ a jen když a = b

a ≤ b a b ≤ c ⇒ a ≤ c

∀a, b, bud’ a ≤ b anebo b ≤ a

a ≤ b ⇒ a + c = b + c

a ≤ b a 0 ≤ c ⇒ ac ≤ bc

a každá neprázdná omezená množina

má supremum. (NOVINKA)

(ÚPLNÉ USPOŘÁDANÉ TĚLESO)
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Poznámky.

1. Při práci s reálnými č́ısly už́ıváme jen uvedené vlast-

nosti.

2. Komplexńı č́ısla tvoř́ı také těleso, ale nedaj́ı se (lineárně)

uspořádat.

3. Reálným č́ısl̊um dáváme v́ıc struktury, totiž vzdálenost

|x− y|, č́ımž se stanou euklidovskou př́ımkou.

4. Termı́n úplný má dva významy. V teorii uspořádáńı

se týká existenćı suprem všech podmnožin (částečně) uspořádané

množiny. V metrických prostorech znamená konvergenci

všech Cauchyovských posloupnost́ı. Tak např. je každý

euklidovský prostor (včetně komplexńı roviny) úplný v

druhém smyslu aniž by byl jakkoli uspořádaný.
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5. Reálná č́ısla jsou úplná v obou smyslech. Př́ısně

vzato, jsou úplná v metrickém smyslu a skoro úplná ve

smyslu uspořádáńı (je zde to proviso o neprázdné ome-

zené množině; to se ale dá spravit zavedeńım +∞ a−∞).

Úplnost prostoru (R, |x− y|) je v Bolzano-Cauchyově

větě.
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Pozorováńı. Každá Cauchyovská posloupnost je

omezená.

D̊ukaz. Vezměme n0 takové aby pro m,n ≥ n0 bylo

|xm − xn| < 1. Položme K = max{|x1 − xn| |n ≤ n0}.
Potom pro každé n je |x1 − xn| < K + 1.

Lemma. Bud’ (xn)n Cauchovská a necht’ jej́ı podpo-

sloupnost (xkn)n konverguje k x. Potom je limn xn = x.

D̊ukaz. Pro ε > 0 zvolme n1 tak aby pro n ≥ n1
bylo |xkn − a| < ε

2, a n2 tak aby pro m,n ≥ n1 bylo

|xn − xm| < ε
2. Jelikož kn ≥ nmáme pak pro n ≥ n0 =

max(n1, n2), |xn−a| ≤ |xn−xkn|+|xkn−a| < ε
2+ ε

2 = ε.

Důsledek. (Bolzano-Cauchyova Věta) Každá Cau-

chyovská posloupnost v R konverguje. Tedy je R úplný

metrický prostor.
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Př́ıklad:

Absolutně konvergentńı řady.

Předpokládejme, že
∑∞

n=1 bn konverguje (třeba necht’

bn = Bqn pro nějaké 0 < q < 1), a že |an| ≤ bn pro

všechna n. Potom pro částečné součty sn =
∑n

k=1 ak a

tn =
∑n

k=1 bk máme

|sm − sn| = |
m∑

k=n+1

an| ≤
m∑

k=n+1

|an| ≤

≤
m∑

k=n+1

bn = tm − tn.

(tn)n konverguje, je tedy Cauchyovská, tedy (sn)n je Cau-

chyovská, a tedy (sn)n konverguje.

Takže v́ıme, že

konečný součet
∑∞

n=1 an existuje,

aniž bychom měli předem tušeńı jaká jeho hodnota je.
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Okoĺı, otevřené množiny.

Ω(x, ε) = {y | d(x, y) < ε}
U je okoĺı bodu x ≡ ∃ε,Ω(x, ε) ⊆ U

U je otevřená ≡ U je okoĺı každého svého bodu.

Fakt. Každá Ω(x, ε) je otevřená.

(Je-li y ∈ Ω(x, ε) je d(x, y) < ε. Zvolme η, 0 < η <

ε − d(x, y). Je-li z ∈ Ω(y, η) je d(x, z) ≤ d(x, y) +

d(y, z) < d(x, y) + η < ε, takže z ∈ Ω(x, ε).)

Obraz a vzor.

f [A] = {f (x) |x ∈ A},
f−1[B] = {x | f (x) ∈ B}
Fakta. f [A] ⊆ B ≡ A ⊆ f−1[B],

f [f−1[B]] ⊆ B, A ⊆ f−1[f [A]].
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Věta. Následuj́ıćı tvrzeńı o f : X → Y jsou ekviva-

lentńı.

(1) f je spojitá.

(2) Pro každé x ∈ X a každé okoĺı V bodu f (x) exis-

tuje okoĺı U bodu x takové, že f [U ] ⊆ V .

(3) Pro každou V otevřenou v Y je f−1[V ] otevřená

X.

Důkaz. (1)⇔(2): f [Ω(x, δ)] ⊆ Ω(f (x), ε) ř́ıká přesně

totéž jako že

d(x, y) < δ ⇒ d(f (x), f (y)) < ε.

(2)⇒ (3): Bud’ V otevřená a bud’ x ∈ f−1[V ]. Potom

f (x) ∈ V , V je okoĺı bodu f (x) a existuje okoĺı U bodu

x takové, že f [U ] ⊆ V . Potom x ∈ U ⊆ f−1[V ] a f−1[V ]

je okoĺı bodu x.

(3)⇒(2): Bud’ V okoĺı bodu f (x), bud’ f (x) ∈ W =

Ω(f (x), ε) ⊆ V . W je otevřená, tedy je U = f−1[W ]

otevřená, x ∈ U , a f [U ] = f [f−1[W ]] ⊆ W ⊆ V .
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Homeomorfismus.

Spojité f : (X, d)→ (Y, d′) takové, že existuje spojité

g : (Y, d′)→ (X, d) pro které

f · g = idY and g · f = idX .

(Jako isomorfismy v algebrách a jinde).

Př́ıklad.

tan : (−π, π)→ R, arctan : R→ (−π, π)

Každý otevřený interval (omezený nebo neomezený)

je homeomorfńı s R.

Ekvivalentńı metriky d, d′ na X :

id : (X, d)→ (X, d′) je homeomorfismus

Př́ıklad.

d(x, y) = | arctan(x)−arctan(y)| na R je ekvivalentńı se

standardńı |x− y|.
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Topologické pojmy: pojmy zachovávané při home-

omorfismech;

na dané množině: nezávislé na volbě ekvivalentńı metriky.

Př́ıklady. Topologické:

spojitost

konvergence

okoĺı (třebaže Ω(x, ε) neńı)

otevřená množina

uzavřená množina

uzávěr

kompaktnost

Nejsou topologické:

omezenost

Cauchyova vlastnost

úplnost

(omezený otevřený interval (a, b) je omezený, R neńı. R
je úplný, (a, b) neńı.)

13



Silně ekvivalentńı metriky.

Silně ekvivalentńı d, d′ naX : existuj́ı α, β > 0 takové,

že

∀x, y, αd(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ βd(x, y)

Silná ekvivalence zachovává i omezenost, Cauchyovu

vlastnost a úplnost.

Speciálně jsou silně ekvivalentńı metriky na En

d((xi)i, (yi)i) =

√∑
i

(xi − yi)2

λ((xi)i, (yi)i) =
∑
i

|xi − yi|

σ((xi)i, (yi)i) = max
i
|xi − yi|.
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Podobně je tomu s variantami vzdálenost́ı v (konečných)

součinech:

d((xi)i, (yi)i) =

√∑
i

di(xi, yi)2

λ((xi)i, (yi)i) =
∑
i

di(xi, yi)

σ((xi)i, (yi)i) = max
i
di(xi, yi)

jsou silně ekvivalentńı.

Zřejmě máme

max
i
di(xi, yi) ≤

√∑
i

di(xi, yi)2

max
i
di(xi, yi) ≤

∑
i

di(xi, yi)√∑
i

di(xi, yi)2 ≤
√
nmax

i
di(xi, yi)∑

i

di(xi, yi) ≤ nmax
i
di(xi, yi)
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Reformulace kompaktnosti.

Hromadné body.

x je hromadný bod množiny M v (X, d) je li pro každé

okoĺı U bodu x mnpžina U ∩M nekonečná.

(Equivalentně, je-li v každém okoĺı U bodu x bod y 6= x.)

Tvrzeńı. (X, d) je kompaktńı právě když každá ne-

konečná M ⊆ X má hromadný bod.

D̊ukaz. I. Bud’ (X, d) kompaktńı aM ⊆ X nekonečná.

Zvolme (xn)n s xn ∈ M r̊uznými. Bud’ (xkn)n konver-

gentńı podposloupnost. Potom je x = limn xkn zřejmě

hromadný bod množiny M .

II. Naopak bud’ (xn)n posloupnost v X . Je-li {xn |n =

1, 2, . . . } konečná, existuje konstantńı podposloupnost.

Jinak má M = {xn |n = 1, 2, . . . } hromadný bod x,

a každá M ∩ Ω(x, 1n) je nekonečná. Zvolme xk1 ∈ M ∩
Ω(x, 1). Máme-li xk1 s k1 < k2 < · · · < kn takové že

xkr ∈ M ∩ Ω(x, 1r) zvolme xkn+1 ∈ M ∩ Ω(x, 1
n+1) s

kn+1 > kn (máme nekonečně mnoho možnost́ı). Potom

je limn xkn = x.
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Podrobnosti.

Text:

Kapitola I, Sekce 2

Kapitola II, Sekce 3

Kapitola III, Sekce 2

Kapitola XIII, Sekce 2, 3, 4, 6 a 7
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