Opakovani.

Stejnomérna spojitost. f : (X,d) — (Y,d')
je stejnomeérné spojitd jestlize

Vedd tak ze d(x,y) < 6 = d (f(z), f(y)) < e.
Presnéji, kvantifikujeme-li x a y:

Vedd t.z. VaVy d(z,y) < 6 = d (f(x), f(y)) < e.

Posice Vr je zasadni.
Prosta spojitost zada

VaVedd t.z. Vy ---

Stejnomérna spojitost je silnéjsi. Plati
vsak
Véta. Je-li (X, d) kompaktni, je kazdé
spojité f (X, d) — (Y, d') stejnomérneé
SpojJite.

Specialné to plati pro spojité
realné funkce na kompaktnich intervalech.
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Objemy (obsahy) (pro A C E,)
Vlastnosti:

e ACB = vol(A) < vol(B)

e A, B disjumkini = vol(A U B) = vol(A) + vol(B)
e vol se zachovava pii isometrii

ov [, :

vol([ [;{as, bi)) = (b1 —ay) - -+ (b — an)

Fakt. Obecné plati
vol(AUB) = vol(A)+vol(B)—vol(ANB).

Objem stén cihel je nula, tedy objem
sjednoceni cihel protinajicich se jen ve
sténach je soucet jejich objemu.

(Mluvime o skoro disjunktnich sjednocenich.)




Riemannuv integral v jedné proménné:
Rozdélend intervalu (a, b)

P:ra=ty<t1 < ---<th_1<tp=0>,
Zjemneéend.
Jemnost rozdéleni P.

u(P) = m?x(tj —ti_1).

Dolni a horni soucty

s(f,P)= ij(tj —tj_1) resp.
=1

S(f,P) =) Mj(t;—tj_1)
=1

kde
m; = inf{ f(z)|t;—1 <z <t}
M]’ = sup{ f(z) ‘tj—l <zx< tj}.

3



Dolni resp. horni Riemannuv integral
funkce f

b
/ f(x)dz = sup{s(f, P)| P rozdéleni} a
=
/ f(x)dz = inf{S(f, P)| P rozdéleni}.

Jsou-1i si rovny, spolecna hodnota

/a ’ fla)de = [ zf(w)dx — [ f@)de

a

je Riemannuv integral funkce f pres (a,b).

Je-li f(z) > 0na (a,b), pak
fff(@dx je objem (obsah) mnoziny
{(z,y)|a <z <bx<y< flr)}



Tvrzeni. Riemanniv integrdl | f f(x)dx
eristuje pravé kdyzZ pro kazZdé € > 0
existuje rozdélent P takové, Ze

S(f,P)—s(f,P)<e.

Véta. Pro kazZdou spojitou funkci f :
(a,b) — R existuje Riemanniv in-

tegral | Ci) f.

Véta. (Integralni véta o stredni hod-
noté) Necht je [ : (a,b) — R spojitd.
Potom existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

/ f()de = F(e)(b— a).



Theorem. (Zakladni véta analysy) Bud’
f :{a,b) — R spojitd. Pro x € {a,b)

poloZme
/ £t

Dusledky. 1. Spojita funkce f : {a,b) —
R md na intervalu (a,b) primitiond
funkci spojitou na {(a,b). Pro kterou-
koli primitiont funkci G funkce f na
(a,b) spojitou na {(a,b) plati

/ (1) — G(a).

. (Integralni véta. o stiedni hodnoté)

F(b)—F(a) = / f = f(e)(b—a) = F'()(b—a)

Potom je F'(x



Riemannuv integral ve vice proménnych.

V E,,: Kompaktni interval (n-rozmérny
kompaktni interval) je

J = (a1,b1) X -+ X {an,bn)

(je skutecné kompaktni); kratce, inter-
val, nebo cihla.

Rozdéleniintervalu J je posloupnost P =
(PL, ..., P™) rozdélen

PJ a;j =10 <tj;<---< tj,nj—l < tj,nj = bj,
Intervalum
(i D) X X (s tnggp 1)
rikame cthly rozdéleni P, a
B(P)

je mnozina vsech cihel rozdéleni P.
Je to skoro disjunkinirozklad intervalu J.
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Ruzné cihly z B( P) se totiz zrejmeé setkavaji
jen v podmnozinach okraju, tedy v mnozinach
objemu 0. Mame tedy

Pozorovani.

vol(J) = S {vol(B) | B € B(J)}.

Jemnost rozdéleni.
Diametr intervalu
J={r1,81) X - X {rn, Sp) je

diam(J) = max(s; — r;)
(4

Jemnost rozdéleni P je

pu(P) = max{diam(B) | B € B(P)}.

Zjemnéni. Rozdéleni Q = (Q', ..., Q™)
zjemriuje rozdéleni P = (Pl'7 ..., P
jestlize kazdé ()7 zjemnuje P/,
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Pozorovani. Zjemnéni () rozdeéelent
P vytvari rozdélent

Qp cihel B e B(P)

a mame skoro disjunkini sjednoceni

B(Q) = J{B(Qp)| B € B(P)}.

Pozorovani. KaZda dvé rozdélent P, ()
n-rozmérného kompaktniho intervalu
J maji spolecné zjemnént.



Je dana omezena f : J — R na n-
rozmerném kompaktnim intervalu J, a
B C J je n-rozmérny kompaktni po-
dinterval intervalu J. Polozme

m(f, B) =inf{f(x)|x € B} a
M(f,B) =sup{f(x)[x € B}.

Fakt. m(f,B) < M(f,B) a je-li
C C B je

Pro rozdéleni P intervalu J a omezenou

funkci f : J — R definujme
ss(f.P)= Y {m(f.B)-vol(B) | B € B(P)},
Sy(f.P)="Y {M(f,B)-vol(B)|B € B(P)}.
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Obecné pozorovani:

f X — R je omezena,

X=UX; X;=UXj;

jsou konec¢na skoro disjunktni sjedno-
ceni.

M; = sup{f(z) |z € X},
M;; = sup{ f(z) |z € X;;}
Trivialneé: ]\4@‘7 § Mi
(M; je horni mez mnoziny { f(z) |z € X;;}).
Tedy je

ZMVO| ZM Zvol ij) =
—ZMVO| ij >ZM vol (X

Podobné pro infima.
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Tvrzeni. Necht QQ zjemnuje P. Po-
tom

s(f,Q)=s(f,P) a S(f,Q)<5(f,P).
Proof: Pouzijeme predchozi pozorovani

pro {X;|i} = B(P), {Xij|j} = B(@p),
a samoziejmé i pro {X;; |ij} = B(Q).

Tvrzeni. Pro libovolnd dvé rozdéleni

P, Q intervalu J mame s(f, P) < S(f,Q).
Proof. Jelikoz je trivialneé s( f, P) < S(f, P),
pouzitim spolecného zjemnéni R rozdéleni

P, () dostaneme

12



Tedy je mnozina {s(f, P) | P rozdéleni}
shora omezend a muzeme definovat dolni
Riemannuv integradl funkce f pres J
jako

/ f(x)dx = sup{s(f, P) | P rozdéleni};
< J

podobné definujeme horni Riemannuv
integral

7Jf(x)dx = inf{S(f, P)| P rozdéleni}.

Jsou-li si rovny, mame Riemannuv
integrdl funkce f pres J:; znaceni

/J f(x)dx nebo proste /J f
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Jiné znaceni

Jf(wl, oy op)day, ..y

. f(xy,...,xp)dxiday - - - day.
To dava vic smyslu nez se na prvni po-

hled zda.
Zde je zrejmy jednoduchy odhad:

inf{ f(x)|x € J} - vol(J) < /Jf <

< / F < sl f0)]x € T} -vol( )

Tvrzeni. Riemanniv integrdl [ ; f(x)dx
eristuje pravé kdyz pro kazZdé € > 0
existuje rozdéleni P takové, Ze

Sy(f,P)—sy(f,P) <e.
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Uvédomte si jak snadné to je: nerovnost
dava
Sy(f,P) <e+s;(f P)

a 7z toho mame

/SSJ(f,P) <e+sy(f,P) §g+/§5+/;

e muze byt libovolné malé.
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Theorem. KaZdd spojita funkce f :
J — R na n-rozmérném kompakitnim

intervalu md Riemanniv integrdl | g
Dikaz. V E, budeme uzivat vzdalenost o definovanou
predpisem

o(x,y) = max|z; —yil.

Jelikoz je f stejnomérné spojita muzeme pro € > 0 zvolit
0 > 0 takové, ze
£

O(X7y)<5 = ’f(x)_f(Y)‘ <VO|(J).

Pripomenme si jemnost pu(P). Je-li u(P) < § jediam(B) <
d pro vsechny B € B(P) a tedy

M(f. B) = m(f, B) = sup{ f(x) | x € B} = nf{f(x) |x € B} <
< sup{|f(x) = fY)] %y € B} < s

bake
S(f,P) —s(f,p) —

= Z{ —m(f,B)) -vol(B)| B € B(P)} <
Z{vol )| B € B(P)} = —vol(J) ==

voI
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Podrobnosti.
Text: Kapitola XVI, Sections 1,2,3
Kapitola XIII, 2.3
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