
Opakováńı.

Stejnoměrná spojitost. f : (X, d)→ (Y, d′)
je stejnoměrně spojitá jestliže

∀ε∃δ tak že d(x, y) < δ ⇒ d′(f (x), f (y)) < ε.

Přesněji, kvantifikujeme-li x a y:

∀ε∃δ t.ž. ∀x∀y d(x, y) < δ ⇒ d′(f (x), f (y)) < ε.

Posice ∀x je zásadńı.
Prostá spojitost žádá

∀x∀ε∃δ t.ž. ∀y · · ·
Stejnoměrná spojitost je silněǰśı. Plat́ı
však

Věta. Je-li (X, d) kompaktńı, je každé
spojité f : (X, d)→ (Y, d′) stejnoměrně
spojité.

Speciálně to plat́ı pro spojité
reálné funkce na kompaktńıch intervalech.
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Objemy (obsahy) (pro A ⊆ En)
Vlastnosti:

• A ⊆ B ⇒ vol(A) ≤ vol(B)

• A,B disjunktńı⇒ vol(A ∪B) = vol(A) + vol(B)

• vol se zachovává při isometrii

• v En :
vol(

∏
i〈ai, bi〉) = (b1 − a1) · · · · · (bn − an)

Fakt. Obecně plat́ı

vol(A∪B) = vol(A)+vol(B)−vol(A∩B).

Objem stěn cihel je nula, tedy objem
sjednoceńı cihel prot́ınaj́ıćıch se jen ve
stěnách je součet jejich objemů.

(Mluv́ıme o skoro disjunktnich sjednoceńıch.)
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Riemann̊uv integrál v jedné proměnné:
Rozděleńı intervalu 〈a, b〉
P : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b,

Zjemněńı.

Jemnost rozděleńı P ,

µ(P ) = max
j

(tj − tj−1).

Dolńı a horńı součty

s(f, P ) =

n∑
j=1

mj(tj − tj−1) resp.

S(f, P ) =

n∑
j=1

Mj(tj − tj−1)

kde
mj = inf{f (x) | tj−1 ≤ x ≤ tj},
Mj = sup{f (x) | tj−1 ≤ x ≤ tj}.
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Dolńı resp. horńı Riemann̊uv integrál
funkce f∫ b

a

f (x)dx = sup{s(f, P ) |P rozděleńı} a∫ b

a
f (x)dx = inf{S(f, P ) |P rozděleńı}.

Jsou-li si rovny, společná hodnota∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a

f (x)dx =

∫ b

a
f (x)dx

je Riemann̊uv integrál funkce f přes 〈a, b〉.

Je-li f (x) ≥ 0 na 〈a, b〉, pak∫ b
a f (x)dx je objem (obsah) množiny

{(x, y) | a ≤ x ≤ b, x ≤ y ≤ f (x)}
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Tvrzeńı. Riemann̊uv integrál
∫ b
a f (x)dx

existuje právě když pro každé ε > 0
existuje rozděleńı P takové, že

S(f, P )− s(f, P ) < ε.

Věta. Pro každou spojitou funkci f :
〈a, b〉 → R existuje Riemann̊uv in-

tegrál
∫ b
a f .

Věta. (Integrálńı věta o středńı hod-
notě) Necht’ je f : 〈a, b〉 → R spojitá.
Potom existuje c ∈ 〈a, b〉 takové, že∫ b

a
f (x)dx = f (c)(b− a).
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Theorem. (Základńı věta analysy) Bud’

f : 〈a, b〉 → R spojitá. Pro x ∈ 〈a, b〉
položme

F (x) =

∫ x

a
f (t)dt.

Potom je F ′(x) = f (x).

Důsledky. 1. Spojitá funkce f : 〈a, b〉 →
R má na intervalu (a, b) primitivńı
funkci spojitou na 〈a, b〉. Pro kterou-
koli primitivńı funkci G funkce f na
(a, b) spojitou na 〈a, b〉 plat́ı∫ b

a
f (t)dt = G(b)−G(a).

2. (Integrálńı věta. o středńı hodnotě)

F (b)−F (a) =

∫ b

a
f = f (c)(b−a) = F ′(c)(b−a)
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Riemann̊uv integrál ve v́ıce proměnných.

V En: Kompaktńı interval (n-rozměrný
kompaktńı interval) je

J = 〈a1, b1〉 × · · · × 〈an, bn〉
(je skutečně kompaktńı); krátce, inter-
val, nebo cihla.

Rozděleńı intervalu J je posloupnost P =
(P 1, . . . , Pn) rozděleńı

P j : aj = tj0 < tj1 < · · · < tj,nj−1 < tj,nj = bj, j = 1, . . . n.

Interval̊um

〈t1,i1, t1,i1+1〉 × · · · × 〈tn,in, tn,in+1〉
ř́ıkáme cihly rozděleńı P , a

B(P )

je množina všech cihel rozděleńı P .
Je to skoro disjunktńı rozklad intervalu J .
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Různé cihly z B(P ) se totiž zřejmě setkávaj́ı
jen v podmnožinách okraj̊u, tedy v množinách
objemu 0. Máme tedy

Pozorováńı.
vol(J) =

∑
{vol(B) |B ∈ B(J)}.

Jemnost rozděleńı.
Diametr intervalu
J = 〈r1, s1〉 × · · · × 〈rn, sn〉 je

diam(J) = max
i

(si − ri)

Jemnost rozděleńı P je

µ(P ) = max{diam(B) |B ∈ B(P )}.

Zjemněńı. RozděleńıQ = (Q1, . . . , Qn)
zjemňuje rozděleńı P = (P 1, . . . , Pn)
jestliže každé Qj zjemňuje P j.
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Pozorováńı. Zjemněńı Q rozděleńı
P vytvář́ı rozděleńı

QB cihel B ∈ B(P )

a máme skoro disjunktńı sjednoceńı

B(Q) =
⋃
{B(QB) |B ∈ B(P )}.

Pozorováńı. Každá dvě rozděleńı P,Q
n-rozměrného kompaktńıho intervalu
J maj́ı společné zjemněńı.
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Je dána omezená f : J → R na n-
rozměrném kompaktńım intervalu J , a
B ⊆ J je n-rozměrný kompaktńı po-
dinterval intervalu J . Položme

m(f,B) = inf{f (x) | x ∈ B} a

M(f,B) = sup{f (x) | x ∈ B}.

Fakt. m(f,B) ≤M(f,B) a je-li
C ⊆ B je

m(f, C) ≥ m(f,B) a M(f, C) ≤M(f,B).

Pro rozděleńı P intervalu J a omezenou
funkci f : J → R definujme

sJ(f, P ) =
∑
{m(f,B) · vol(B) |B ∈ B(P )},

SJ(f, P ) =
∑
{M(f,B) · vol(B) |B ∈ B(P )}.
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Obecné pozorováńı:
f : X → R je omezená,
X =

⋃
Xi, Xi =

⋃
Xij

jsou konečná skoro disjunktńı sjedno-
ceńı.

Mi = sup{f (x) |x ∈ Xi},
Mij = sup{f (x) |x ∈ Xij}

Triviálně: Mij ≤Mi
(Mi je horńı mez množiny {f (x) |x ∈ Xij}).
Tedy je∑
i

Mivol(Xi) =
∑
i

Mi

∑
j

vol(Xij) =

=
∑
ij

Mivol(Xij) ≥
∑
ij

Mijvol(Xij)

Podobně pro infima.
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Tvrzeńı. Necht’ Q zjemňuje P . Po-
tom

s(f,Q) ≥ s(f, P ) a S(f,Q) ≤ S(f, P ).

Proof: Použijeme předchoźı pozorováńı
pro {Xi | i} = B(P ), {Xij | j} = B(QB),
a samozřejmě i pro {Xij | ij} = B(Q).

Tvrzeńı. Pro libovolná dvě rozděleńı
P,Q intervalu J máme s(f, P ) ≤ S(f,Q).
Proof. Jelikož je triviálně s(f, P ) ≤ S(f, P ),
použit́ım společného zjemněńıR rozděleńı
P,Q dostaneme

s(f, P ) ≤ s(f,R) ≤ S(f,R) ≤ S(f,Q).
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Tedy je množina {s(f, P ) |P rozděleńı}
shora omezená a můžeme definovat dolńı
Riemann̊uv integrál funkce f přes J
jako∫
J

f (x)dx = sup{s(f, P ) |P rozděleńı};

podobně definujeme horńı Riemann̊uv
integrál∫
J
f (x)dx = inf{S(f, P ) |P rozděleńı}.

Jsou-li si rovny, máme Riemann̊uv
integrál funkce f přes J ; značeńı∫

J
f (x)dx nebo prostě

∫
J
f
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Jiné značeńı∫
J
f (x1, . . . , xn)dx1, . . . xn

nebo∫
J
f (x1, . . . , xn)dx1dx2 · · · dxn.

To dává v́ıc smyslu než se na prvńı po-
hled zdá.

Zde je zřejmý jednoduchý odhad:

inf{f (x) | x ∈ J} · vol(J) ≤
∫
J

f ≤

≤
∫
J
f ≤ sup{f (x) | x ∈ J} · vol(J).

Tvrzeńı. Riemann̊uv integrál
∫
J f (x)dx

existuje právě když pro každé ε > 0
existuje rozděleńı P takové, že

SJ(f, P )− sJ(f, P ) < ε.
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Uvědomte si jak snadné to je: nerovnost
dává

SJ(f, P ) < ε + sJ(f, P )

a z toho máme∫
≤ SJ(f, P ) < ε+sJ(f, P ) ≤ ε+

∫
≤ ε+

∫
;

ε může být libovolně malé.
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Theorem. Každá spojitá funkce f :
J → R na n-rozměrném kompaktńım
intervalu má Riemann̊uv integrál

∫
J f .

D̊ukaz. V En budeme už́ıvat vzdálenost σ definovanou

předpisem

σ(x, y) = max
i
|xi − yi|.

Jelikož je f stejnoměrně spojitá můžeme pro ε > 0 zvolit

δ > 0 takové, že

σ(x, y) < δ ⇒ |f (x)− f (y)| < ε

vol(J)
.

Připomeňme si jemnost µ(P ). Je-li µ(P ) < δ je diam(B) <

δ pro všechny B ∈ B(P ) a tedy

M(f,B)−m(f,B) = sup{f (x) | x ∈ B} − inf{f (x) | x ∈ B} ≤

≤ sup{|f (x)− f (y)| | x, y ∈ B} < ε

vol(J)

takže

S(f, P )− s(f, P ) =

=
∑
{(M(f,B)−m(f,B)) · vol(B) |B ∈ B(P )} ≤

≤ ε

vol(J)

∑
{vol(B) |B ∈ B(P )} =

ε

volJ
vol(J) = ε.
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Podrobnosti.
Text: Kapitola XVI, Sections 1,2,3

Kapitola XIII, 2.3
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