Opakovani.
Kompaktni prostor: kazda (xy ), v (X, d)
ma konvergentni podposloupnost.
7 minulého semestru: (a, b) je kom-
paktni, odtud “kompaktni interval”
Uzavreny podprostor kompaktniho je
kompaktni.
Omezenost. Produkty kompaktnich.
Podprostor [E;, je kompaktni pravé
kdyz je uzavieny a omezeny.

Obraz kompaktni podmnoziny pii spo-
jitém zobrazeni je kompaktni.

Dusledek. Spojita realnd funkce na
kompaktnim prostoru nabyvd mazxima
1 1MANLMAQ.
(kompaktni M C R ma nejvetsi a nejmensi
prvek, je totiz omezena a uzaviena)
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Kompaktni podmnozina libovolného
metrického prostoru je uzaviena.

Dusledek. Je-li x kompakini a f :
X — Y spojité, je pro kaZdou uzavrenou

A C X obraz f|A] uzavreny v'Y .

Co je na tom zvlastni.

Cauchyovska posloupnost. Konvergentni
je Cauchyovska.

Uplny’ prostor. R je uplny.

Soucin uplnych je uplny. [E;, je uplny.

Podprostor £, je uplny prave kdyz je
uzavieny.

Kazdy kompaktni prostor je uplny.



Véty o implicitnich funkcich.

Uloha: Jsou dany spojité realné funkce
Fi(x1, .., m,Yls -, Yn),t=1,...,n
v n + m proménnych. Urcuje systém
TOVIIC

F1<3717---733m>yla---ayn) :Oa

Fﬂ<x17° oy Imy Y1, - 7yn) =0
v néjakém smyslu funkce
fiz=yi(z1,...,om), 1=1,...,n,
jak, kde, a jaké maji vlastnosti?

Ujasnémesi to na F(z,y) = z° + y° — 1,
tedy na rovnici

T’ + y2 =1
(MAbpicl)
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Neékolik pozorovani:

— pro néktera xg jako g < —1
ve Ctverecku nalevo, teseni F(xq,y) =
0 neexistuje, o funkci y(x) v okoli ne-
mluve;

— 1 kdyz teseni vnéjakém okoli xz
existuje, nemuzeme nékdy v takovém
okoli xp mluvit o funkci. Potrebujeme
“okénko” kolem fteseni (xg,yp) vyme-
zujici nejen okoli xq ale také okoli yp:

— a mame téz pripady jako ten s
xog = 1 kde je v okoli spousta feseni ale
zadné, ani jednostranné, okénko kde by
y bylo jednoznacné.



V pripadé funkce F(z,y) se uz nic
jin¢ho nestane. Plati

Véta. Bud F(x,y) redlnd funkce de-
finovand v néjakém okoli bodu (xq, o).
Necht md F spojité parcidlng derivace
do Tadu k > 1 a necht je

OF (x0, yo)
5| # 0

Potom existuji 0 > 0, A > 0 takové,
Ze ke kazZdému x € (xg — 9,20 + 0)
existuje prdavé jedno y € (yo— A, yo +
A) splriugici

F(zg,y0) =0 a

F(x,y)=0.

Dadle, oznacime-li toto jediné y jako
y = f(x) potom ziskand

f:(xg— 9,29 +0) — R md spojité
derivace do rdadu k.
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Bud' tieba

OF (0, yo)
0y

95 Jsou spojité, A(8) = {x | |z —ag| <

> (.

0} je uzaviend a omezend, tedy kom-
paktni, a existuji @ > 0, K, 01 > 0
and A > 0 takové, ze pro (z,y) €
(®o — 01,20 + 01) X (Yo — A, 90 + A)
mame

oy

<K
(*)

a

OF (x,y)
ox



Funkcef: propevnéx € U(d1) = (zg—
01, xo + 01) definujme funkei ¢, nay €
(yo — A, yp + A) predpisem

pz(y) = F(x,y).

Potom je ©/.(y) = %’;’w > (0 a tedy

vSechny v, (y) rostou vy, a

Do (Y0 — A) < @ug(y0) = 0 < (3o + A).
F' je spojita, a tedy pro néjaké 9, 0 <
0 < 01,

Ve € U(0), pz(yo—A) <0 < px(yo+A).

. Toste a tedy je prosta, takze existuje

praveé jedno. y € (yg — A, yp + Q) ta-

kové, ze @i (y) = 0 — to jest, F(x,y) =

0. Oznacme toto y jako f(x).
(MAbpic2)



Vlastnosti funkce fI (vSimnéte si, ze zatim

nevime ani zda f je spojita.)

Podle Lagrangeovy véty je
0=F(t+h, f(t+h)—F(t ft) =

= F(t+h, f(t) + (ft+h) = f(1) — F(¢, f(t) =
_OF(+06h, f(t) +0(f(t+h) = f(),
o ox
Y
takze
OF(t + 0h, f(t) + 0(f(t +h) — f(t)))
. Ox
JUAR) =1 = =l m o i T 67+ ) = F @)
dy

(*)

pro néjaké 6 mezi 0 a 1.Tedy

Fe+h) = FO1 < ] =

a f je spojita, a dale z (x)

OF'(t, f(t))
R (BT
h—0 h OF(t, f(t))




Mame tedy

OF(t, f(1))
/ Ox
(¥ I0)
dy
a tuto formuli muzeme nyni derivovat
tak dlouho, jak to existence parcialnich
derivaci na pravé strané dovoli.

Poznamka. Funkci f muzeme de-
rivovat dokud mame parcialni derivace
F'. Ale pozor: aspon prvni derivace tu
byt musi (viz k > 1 ve formulaci véty).

%_]; jsme potrebovali jiz kvuli existenci
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V f byla jen jedna proménna (m = 1
v zadani problému) jen kvuli snadnéjsimu
zapisu. Stejnou uvahou se dokaze

Véta. Bud F(x,y) funkce m + n proménnych de-

finovand v okoli bodu (x°,1y). Necht md F spojité
parcidini derivace do Tddu k > 1 a necht

8F(XO7 y())
dy
Potom existuji 0 > 0 a A > 0 takové, Ze pro kazZdy x

s ||x —xY|| < & existuje presné jedno y s |y — yo| < A
takové, Ze

F(x",90) =0 a ‘ # 0.

F(x,y) = 0.

Dale, piseme-li y = f(x) pro toto jednoznacné tesent
y, mad funkce

folaV=6,2"+0) x--x (@ —=6,224+0) =R

spojité parcidlni derivace do rdadu k.
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Dvé rovnice.

Uvazujme dvojici rovnic

Fi(x,y1,y2) =0,
Fy(x,y1,y2) =0

a pokusme se najit feseni y; = f;(x),
i = 1,2, vnéjakém okolf bodu (x", Y, 49).
Aplikujme vétu o jedné rovnici. Mys-
leme o druhé z rovnic jako o rovnici
pro yo; v néjakém okolf bodu (xV, y?, yg)
ziskdme 19 jako funkei ¥ (x, y1). Substi-

tuujme ji do prvni rovnice, coz da

G(x,y1) = F1(x,y1, ¥(x,41));

a TeSeni y; = f1(x) v néjakém okoli
bodu (xo,y?) muze byt substituovano
dop aziskameyy = fo(x) = (x, f1(x)).
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Co jsme vlastné predpokladali:
— spojité parcialni derivace funkci F;.
— Potom, abychom ziskali v jsme potiebovali
0Fy, o 0 0
—<xayvy)#0 (*)
ayQ 1> 2
— Konecné jsme potiebovali (pouzijte
tetizkové pravidlo)
0G OF, O0F|0
0,0y 2f1  of (& 40

—(x",x") = .
3y1( dy1  Oyo Oyp
(%)

Uzijme formuli kterou jiz mame,
o <6F1>1 OF,
Oy dy2)  Oyr
coz transformuje (**) na

(@) -1 (3F1 OF, OF aF2> Iy
0y Oyy Oya  Oyo Oy |
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to jest,

OF 0Fy, OF|0F5

Oy1 Oy2 Oy Oy
To je vzorec ktery zname, totiz determi-
nant. Takze jsme vlastné predpokladali,
7€

0F, OF]
oy’ 0O
A <8F> 40
0Fy 0F) 8y]

y1~ Oyo

(A tato podminka jiz staci: neni-li tento determinant nula,
je bud’

OF

a—yj(xoa y?a yg) 7£ 0
a/nebo

oF:

ayf( 7y1 y2) 7é 0.

Plati-li tedy to druhé, muzeme zacit fesenim rovnice Fo(x
0 pro y; misto ys.)

13

y Y1y y2) —



Podrobnosti.
Text: Kapitola XV, sekce 1.2 a 3
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