
Opakováńı.
Totálńı diferenciál:
µ spojitá v okoĺı U bodu o taková, že

µ(o) = 0,
a č́ısla A1, . . . , An pro která

f (a+h)− f (a) =

n∑
k=1

Akhk + ||h||µ(h)

Implikuje to parciálńı derivace, ale ne
naopak

plyne ze spojitých parciálńıch derivaćı.

Interpretace:
Tečná nadrovina.
Aproximace.
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Poč́ıtáńı: aritmetická pravidla jako pro
obyčejné derivace,

Řetězové Pravidlo. Necht’ má f (x)
totálńı diferenciál v bodě a. Necht’ maj́ı
funkce gk(t1, . . . , tr) parciálńı derivace
v b = (b1, . . . , br) a necht’ je gk(b) =
ak pro k = 1, . . . , n. Potom má funkce

(f◦g)(t1, . . . , tr) = f (g(t)) = f (g1(tt), . . . , gn(t))

všechny parciálńı derivace v b, a plat́ı

∂(f ◦ g)(b)

∂tj
=

n∑
k=1

∂f (a)

∂xk
· ∂gk(b)

∂tj
.

Při skládáńı

Ek
g−→ En

f−→ Em
máme

D(f ◦ g) = Df ·Dg

kde Dh =
(
∂hi(a)
∂xk

)
ik
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Lagrange v několika proměnných.

Tvrzeńı. Necht’ má f spojité parciálńı
derivace v konvexńı otevřené množině
U ⊆ En. Potom pro libovolné dva
body x, y ∈ D existuje θ, 0 ≤ θ ≤ 1,
takové, že

f (y)− f (x) =

n∑
j=1

∂f (x + θ(y − x))

∂xj
(yj − xj).

Často se s t́ım setkáváme ve tvaru

f (x + h)− f (x) =

n∑
j=1

∂f (x + θh)

∂xj
hj.
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Parciálńı derivace jako funkce

∂f

∂xk
: D′→ R,

parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u

∂2f (x)

∂xk∂xl
,

∂rf (x)

∂xk1
∂xk2

. . . ∂xkr
,

parciálńı derivace řádu r.
Řád je dán t́ım, kolikrát derivujeme,

∂3f (x, y, z)

∂x∂y∂z
a

∂3f (x, y, z)

∂x∂x∂x

jsou derivace třet́ıho řádu.
Derivováńı podle téže proměnné těsně

za sebou se ṕı̌se jako exponent, např.

∂5f (x, y)

∂x2∂y3
=

∂5f (x, y)

∂x∂x∂x∂y∂y
,

∂5f (x, y)

∂x2∂y2∂x
=

∂5f (x, y)

∂x∂x∂y∂y∂x
.
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Tvrzeńı. Bud’ f (x, y) funkce taková,

že parciálńı derivace ∂2f
∂x∂y a ∂2f

∂y∂x jsou

definovány a jsou spojité v nějakém
okoĺı bodu (x, y). Potom máme

∂2f (x, y)

∂x∂y
=
∂2f (x, y)

∂y∂x
.

Věta. Necht’ má funkce f v n proměnných
spojité parciálńı derivace do řádu k.
Potom hodnoty těchto derivaćı zálež́ı
jen na tom kolikrát bylo derivováno v
každé z individuálńıch proměnných .

∂rf

∂x
r1
1 ∂x

r2
2 . . . ∂xrnn

kde r1+r2+· · ·+rn = r

(rj = 0 indikuje absenci symbolu ∂xj).
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Vzpomı́nky na předchoźı semestr
V daľśım budeme potřebovat zase něco

v́ıc z metrických prostor̊u, zejména něco
o kompaktnosti a úplnosti. Připomeňte
si chováńı kompaktńıch (uzavřených ome-
zených) interval̊u, zejména to, že

� v nich má každá posloupnost konver-
gentńı podposloupnost, a jsou to je-
diné z interval̊u, pro které to plat́ı,

� a že na nich každá spojitá funkce nabývá
maxima a minima.

Podrobněji:
Supremum množiny M :

(1) pro každé x ∈M je x ≤ s, a

(2) je-li x ≤ y pro všechna x ∈M je s ≤ y.

Pro lineárńı ≤ ekvivalentńı s

(1) pro každé x ∈M je x ≤ s, a

(2) je-li y < s pak existuje x ∈M takové, že y < x.
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Věta. Z každé posloupnosti na kom-
paktńım intervalu je možno vybrat kon-
vergentńı podposloupnost.

Explicite: Necht’ a, b jsou reálná č́ısla
taková, že a ≤ xn ≤ b pro všechna n.
Potom existuje podposloupnost (xkn)n
posloupnosti (xn)n která konverguje v
R, a plat́ı a ≤ limn xkn ≤ b.

D̊ukaz. Vezměme

M = {x |x ∈ R, x ≤ xn pro nekonečně mnoho n}.
M je neprázdná omezená protože a ∈
M a b je horńı mez M . Muśı tedy exis-
tovat s = supM a plat́ı a ≤ s ≤ b.
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M = {x |x ∈ R, x ≤ xn pro nekonečně mnoho n}.

Pro každé n je množina

K(n) = {k | s− 1

n
< xk < s +

1

n
}

nekonečná: skutečně, máme x > s− ε takové, že xn > x

pro nekonečně mnoho n, zat́ım co podle definice množiny

M je jen konečně mnoho n takových, že xn ≥ s + ε.

Zvolme k1 tak aby

s− 1 < xk1 < s + 1

. Mějme zvolena k1 < k2 < · · · < kn taková, že j =

1, . . . , n

s− 1

j
< xkj < s +

1

j
.

Jelikož K(n+ 1) je nekonečná, můžeme zvolit kn+1 > kn
tak aby

s− 1

n + 1
< xkn+1 < s +

1

n + 1
.

Takto zvolená podposloupnost (xkn)n naš́ı (xn)n zřejmě

konverguje k s.
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Kompaktńı prostory.

Metrický prostor (X, d) je kompaktńı
obsahuje-li v něm každá posloupnost kon-
vergentńı podposloupnost.

Tvrzeńı. Poprostor kompaktńıho pro-
storu je kompaktńı právě když je uzavřený.

D̊ukaz. I. Bud’ Y uzavřený podpro-
stor kompaktńıho X a bud’ (yn)n po-
sloupnost v Y . Jako posloupnost v X
má podposloupnost s limitou, a z uzavřenosti
je tato limita v Y .

II. Necht’ Y neńı uzavřená. Potom exis-
tuje posloupnost (yn)n v Y konvergentńı
v X taková,že y = limn yn /∈ Y . Potom
(yn)n nemůže mı́t podposloupnost kon-
vergentńı v Y protože každá jej́ı podpo-
sloupnost konverguje k y. �
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Tvrzeńı. Bud’ (X, d) libovolný a
necht’ je podprostor Y prostoru X
kompaktńı. Potom je Y uzavřený v
(X, d).

D̊ukaz. Necht’ (yn)n posloupnost v Y konverguje v X

k limitě y. Potom každá podposloupnost (yn)n konverguje

k y a tedy je y ∈ Y .

Metrický prostor (X, d) je omezený
jestliže pro nějaké K plat́ı, že

∀x, y ∈ X, d(x, y) < K.

Tvrzeńı. Každý kompaktńı prostor
je omezený.

D̊ukaz. Zvolme x1 libovolně a xn tak aby d(x1, xn) >

n. Posloupnost (xn)n nemá konvergentńı podposloupnost:

kdyby x byla limita takové podposloupnosti bylo by pro

dost velké n nekonečně mnoho člen̊u této podposloup-

nosti bĺıže k x1 než d(x1, xn) + 1, spor.
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Věta. Součin konečně mnoha kom-
paktńıch prostor̊u je kompaktńı.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat pro součin dvou
prostor̊u.

Bud’te (X, d1), (Y, d2) kompaktńı a
bud’ ((xn, yn))n posloupnost v X × Y .
Zvolme konvergentńı podposloupnost (xkn)n
posloupnosti (xn)n a konvergentńı
podposloupnost (ykln

)n posloupnosti(ykn)n.

Potom je

((xkln
, ykln

))n

konvergentńı podposloupnost posloup-
nosti ((xn, yn))n.
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Kompaktńı interval v En:
součin interval̊u 〈ai, bi〉

Věta. Podprostor euklidovského pro-
storu En je kompaktńı právě když je
omezený a uzavřený.

D̊ukaz. I. Že je uzavřený a omezený
už v́ıme.

II. Bud’ nyńı Y ⊆ En omezený a uzavřený.
Jelikož je omezený, je pro dostatečně
velký kompaktńı interval

Y ⊆ Jn ⊆ En.

Jn je kompaktńı jako součin interval̊u
〈ai, bi〉, a jelikož je Y uzavřený v En je
též uzavřený v Jn a tedy kompaktńı.
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Tvrzeńı. Bud’ f : (X, d) → (Y, d′)
spojité zobrazeńı a bud’ A ⊆ X kom-
paktńı. Potom je f [A] kompaktńı.

D̊ukaz. Bud’ (yn)n posloupnost v f [A].
Zvolme xn ∈ A tak aby yn = f (xn).
Bud’ (xkn)n konvergentńı podposloup-
nost poslupnosti (xn)n. Potom je (ykn)n =
(f (xkn))n konvergentńı podposloupnost
(xn)n.

Tvrzeńı. Bud’ (X, d) kompaktńı. Po-
tom každá spojitá funkce f : (X, d)→
R nabývá maxima i minima.

D̊ukaz. Bud’ Y = f [X ] ⊆ R kom-
paktńı. Je to tedy omezená množina a
muśı mı́t supremum M a infimum m.
Zřejmě máme d(m,Y ) = d(M,Y ) = 0
a jelikož Y je uzavřená, m,M ∈ Y .
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V́ıme, že spojitá f je charakterisována
t́ım, že všechny vzory uzavřených množin
jsou uzavřené. Nyńı podle vid́ıme, že
je-li definičńı obor kompaktńı plat́ı též,
že obrazy uzavřených podmnožin jsou
uzavřené. Z toho plyne (m.j.) následuj́ıćı.

Věta. Je-li (X, d) kompaktńı a je-li
f : (X, d) → (Y, d′) vzájemně jedno-
značné spojité zobrazeńı, je to home-
omorfismus.

Obecněji, necht’ f : (X, d)→ (Y, d′) je spojité zobra-

zeńı g : (X, d) → (Z, d′′) a necht’ h : (Y, d′) → (Z, d′′)

je takové, že h ◦ f = g. Potom je h spojité.

D̊ukaz. Bud’ B uzavřená v Z. Potom je A = g−1[B]

uzavřená a tedy kompaktńı v X a tedy je f [A] kom-

paktńı, a proto uzavřená v Y . Jelikož je f zobrazeńı na,

máme f [f−1[C]] = C pro každé C. Proto je

h−1[B] = f [f−1[h−1[B]]] = f [(h◦f )−1[B]] = f [g−1[B]] = f [A]

uzavřená.
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Posloupnost (xn)n v metrickém pro-
storu (X, d) je Cauchyovská jestliže
∀ε > 0 ∃n0 takové, že m,n ≥ n0 ⇒ d(xm, xn) < ε.

Pozorováńı. Každá konvergentńı po-
sloupnost je Cauchyovská.

Tvrzeńı. Necht’ má Cauchyovská po-
sloupnost konvergentńı podposloupnost.
Potom konverguje (k limitě té podpo-
sloupnosti).

D̊ukaz. Necht’ je (xn)n Cauchyovská a necht’ limn xkn =

x. Bud’ d(xm, xn) < ε pro m,n ≥ n1 a d(xkn, x) ≤ ε pro

n ≥ n2. Polož́ıme-li n0 = max(n1, n2) máme pro n ≥ n0
(protože kn ≥ n)

d(xn, x) ≤ d(xn, xkn) + d(xkn, x) < 2ε.

Metrický prostor (X, d) je úplný jestliže
v něm každá Cauchyovská posloupnost
(X, d) konverguje.
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Poznámky. 1. Podle Bolzano-Cauchyovy
věty je reálná př́ımka R úplná.

2. Možnost kalkulu.
3. Silná ekvivalence metrik zachovává

Cauchyovu vlastnost a úplnost, prostá
ekvivalence ne.

Tvrzeńı. Podprostor úplného pro-
storu je úplný právě když je uzavřený.
D̊ukaz. I. Bud’ Y ⊆ (X, d) uzavřený. Bud’ (yn)n Cauchy-

ovská v Y . Potom je Cauchyovská a tedy konvergentńı v

X , a kv̊uli uzavřenosti je limita v Y .

II. Necht’ Y neńı uzavřený. Potom existuje posloupnost

(yn)n v Y konvergentńı v X taková, že limn yn /∈ Y .

Potom je (yn)n Cauchyovská v X , a jelikož je vzdálenost

stejná, též v Y . Ale v Y nekonverguje.

Tvrzeńı. Každý kompaktńı prostor
je úplný.

D̊ukaz. Cauchovská posloupnost má podle kompakt-

nosti konvergentńı podposloupnost a tedy konverguje.
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Lemma. Posloupnost

(x1
1, . . . , x

1
n), (x2

1, . . . , x
2
n), . . . , (xk1 , . . . , x

k
n), . . .

je Cauchyovská v
∏n
i=1(Xi, di) právě

když každá z posloupnost́ı (xki )k je Cau-
chyovská v (Xi, di).

D̊ukaz. ⇒ plyne bezproztředně z toho, že di(ui, vi) ≤
d((uj)j, (vj)j).

⇐: Necht’ je každá (xki )k Cauchyovská. Pro ε > 0 a

i zvolme ki tak aby pro k, l ≥ ki bylo di(x
k
i , x

l
i) < ε.

Potom pro k, l ≥ maxi ki máme

d((xk1, . . . , x
k
n), (xl1, . . . , x

l
n)) < ε.

Věta. Součin úplných prostor̊u je
úplný. Speciálně, En je úplný.

A z toho hned dostaneme

Důsledek. Podprostor Y euklidovského
prostoru En je úplný právě když je
tam uzavřený.
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Podrobnosti.
Text: Kapitola XIII, Sekce 7 a 6
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