Opakovani.
Totalni diferencial:
4 spojita v okoli U bodu o takova, ze

p(o) =0,
a Cisla Ay, ..., Ay pro ktera

n
fa+h)—f(a)= > Aphy+|h|u(h)
k=1
Implikuje to parcialni derivace, ale ne
naopak
plyne ze spojitych parcialnich derivaci.

Interpretace:
Tec¢na nadrovina.
Aproximace.



Pocitani: aritmeticka pravidla jako pro
obycCejné derivace,
Retézové Pravidlo. Necht ma f(x)

totdlnt diferencidl v bodé a. Necht maji

funkce gi.(t1, ..., ty) parcidlng derivace
vb = (b,...,b) a necht je gp(b) =
ap prok =1,...,n. Potom mad funkce

(fog)<t17 e 7t7“> — f(g(t)> — f(gl<tt>7 R

vsechny pa'rcicilm’ derivace v b, a plati

fog Z f(a) agk b)
ox

k
P11 skladani

mame

, gn(t))



Lagrange v nékolika proménnych.

Tvrzeni. Necht md f 3p0]zte parczalm
derivace v konvexni otevrené mnozZiné
U C K,. Potom pro libovolné dva
body z,y € D existuje 0, 0 < 6 < 1,
takave ze

) — fo) = SO =X)

x‘
j=1 9,

Casto se s tim setkavame ve tvaru

Flx+ by — fig = 3 A,

aQ//Ij . ].
j=1 !




Parcialni derivace jako funkce

af

- D' 5 R,
(%k

parcialni derivace vyssich radu

0% f(x) 0" f(x)
axkax17 8xk18xk2 e (?:IZ]{T7

parcidlni derivace radu r.
Rad je dan tim, kolikrat derivujeme,

Pfwyz P i@y 2)
0x0y0z OxOxOx

jsou derivace tretiho radu.
Derivovani podle téze proménné tésné
za sebou se pise jako exponent, napt.

Pflzy)  Pfley)  Pfly  Pflzy)
0x20y®  0x0x0x0y0y’  0x20y20x  0x0xdydydx




Tvrzeni. Bud f(x,y) funkce takovd,

; o 2f  9%f
Ze parcialni derivace 920y @ 9,0z Jsou
definovdany a jsou spojité v neéjakém

okoli bodu (x,y). Potom mdme

0°f(z,y) O°f(, y)

Oxdy  Oydx

Véta. Necht md funkce f vn proménnijch
spojité parcialni derivace do rdadu k.
Potom hodnoty téchto derivaci zaleZi
jen na tom kolikradt bylo derivovdno v
kazdé z individualnich promeénnych .

0" f

0110z ... Oxy)

kde ri+rot---+rp =7
(frj = 0 indikuje absenci symbolu 8£Cj)-
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Vzpominky na predchozi semestr
V dalsim budeme potrebovat zase néco
vic z metrickych prostoru, zejména néco
o kompaktnosti a uplnosti. Pripomente
si chovani kompaktnich (uzavienych ome-
zenych) intervalu, zejména to, ze
¢ v nich ma kazda posloupnost konver-
gentni podposloupnost, a jsou to je-
diné z intervalu, pro které to plati,

e a 7e na nich kazda spojita funkce nabyva
maxima a minima.
Podrobnéji:
Supremum mnoziny M :
(1) pro kazdé x € M jex < s, a
(2) je-li @ <y pro vSechna z € M je s < y.
Pro linearni < ekvivalentni s
(1) pro kazdé x € M jex < s, a

(2) je-li y < s pak existuje x € M takové, ze y < x.

6



Véta. Z kazdé posloupnosti na kom-
pakinim intervalu je mozno vybrat kon-
vergenini podposloupnost.

Explicite: Necht a, b jsou redlnd ¢isla
takovd, zZe a < xy < b pro vsechna n.
Potom existuje podposloupnost (xy, )n
posloupnosti (xp)n kterd konverguje v
R, a plati a < limy, T < b.

Dukaz. Vezméme

M ={z|x € R, z < xy, pro nekoneéné mnoho n }

M je neprazdna omezena protoze a €
M a b je horni mez M. Musi tedy exis-
tovat s = sup M a plati a < s <b.



M ={x|z € R, z <z, pro nekoneéné mnoho n}.

Pro kazdé n je mnozina
K(n) = {k|s—~ <ap<s+-)
n) = S§——<xp <S8+ —
n g n

nekonecna: skuteéné, mame x > s — € takové, ze x,, > x

pro nekoneéné mnoho n, zatim co podle definice mnoziny

M je jen konectné mnoho n takovych, ze x, > s+ €.
Zvolme kq tak aby

s—1 <oy, <s+1

. Méjme zvolena ki < ko < --- < k, takova, ze 7 =
I,...,n

1 1
3——,<a;kj<s+—_.
J J

Jelikoz K (n+ 1) je nekonecnd, muzeme zvolit k, 1 > k,
tak aby

< S+

S — < Tp

n+1

n+1 n+1
Takto zvolena podposloupnost (xy, ), nasi (x,), zrejme

konverguje k s.



Kompaktni prostory.

Metricky prostor (X, d) je kompaktni
obsahuje-li v ném kazda posloupnost kon-
vergentni podposloupnost.

Tvrzeni. Poprostor kompaktniho pro-
storu je kompaktni prave kdyz je uzavreny.

Dikaz. 1. Bud Y uzavieny podpro-
stor kompaktnitho X a bud (yn)n po-
sloupnost v Y. Jako posloupnost v X
ma podposloupnost s limitou, a z uzavienosti
je tato limita v Y.

[1. Necht Y nenf uzaviend. Potom exis-
tuje posloupnost (yn)n v Y konvergentni
v X takova,ze y = limy, y, ¢ Y. Potom
(yn )n, nemuze mit podposloupnost kon-
vergentni v Y protoze kazda jeji podpo-
sloupnost konverguje k y. [



Tvrzeni. Bud (X,d) libovolny a
necht je podprostor Y prostoru X
kompaktni. Potom je Y wuzavreny v
(X, d).

Diikaz. Necht (y,), posloupnost v Y konverguje v X
k limité y. Potom kazda podposloupnost (y,, ), konverguje
kyatedyjey €Y.

Metricky prostor (X, d) je omezeny
jestlize pro néjaké K plati, ze

Ve,y e X, d(x,y) < K.

Tvrzeni. Kazdy kompakini prostor
je omezeny.

Dikaz. Zvolme z; libovolne a x,, tak aby d(x1, x,) >
n. Posloupnost (x,,),, nema konvergentni podposloupnost:
kdyby z byla limita takové podposloupnosti bylo by pro
dost velké n nekonecné mnoho ¢lenu této podposloup-

nosti blize k x1 nez d(x1, x,) + 1, spor.
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Véta. Soucin konecne mnoha kom-
paktnich prostoru je kompakitnd.

Dukaz. Staci dokazat pro soucin dvou
prostoru.

Budte (X,dy), (Y,dy) kompaktni a
bud ((xn, yn))n posloupnost v X x Y.
Zvolme konvergentni podposloupnost (zy, )n
posloupnosti (zy,)n a konvergentni

podposloupnost (ykl )n posloupnosti(y, )n.
n
Potom je

(@5, Yk, )n

konvergentni podposloupnost posloup-
nosti ((zn, yn))n.
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Kompakitni interval v I,
soucin intervalu (a;, b;)

Véta. Podprostor euklidovského pro-
storu [, je kompakini pravé kdyz je
Omezeny a uzavreny.

Dikaz. 1. Ze je uzavieny a omezeny
uz vime.

[1. Bud nyn{ Y C E,, omezeny a uzavieny.
Jelikoz je omezeny, je pro dostatecné
velky kompaktni interval

Y CJ" CE,.

J™ je kompaktni jako soucin intervalu
(a;, b;), a jelikoz je Y uzavieny v Ej, je
téz uzavieny v J' a tedy kompaktni.

12



Tvrzeni. Bud [ : (X,d) — (Y,d)
spojité zobrazeni a bud A C X kom-
paktni. Potom je f|A] kompaktni.

Diikaz. Bud (yy,)n posloupnost v f[A].
Zvolme x, € A tak aby yn, = f(xn).
Bud (xy, )n konvergentni podposloup-
nost poslupnosti (zy )n. Potom je (yy, )n =
(f (g, ))n konvergentni podposloupnost

Tvrzeni. Bud (X, d) kompaktni. Po-
tom kazdd spojitd funkce f : (X,d) —
R nabyvd mazrima 1 minima.

Diikaz. Bud Y = f[X] € R kom-
paktni. Je to tedy omezena mnozina a
musi mit supremum M a infimum m.
Ziejmé mame d(m,Y) =d(M,Y) =0
a jelikoz Y je uzavrena, m, M €Y.
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Vime, ze spojita f je charakterisovana
tim, ze vsechny vzory uzavienych mnozin
jsou uzaviené. Nyni podle vidime, zZe
je-li defini¢ni obor kompaktni plati téz,
ze obrazy uzavienych podmnozin jsou
uzaviené. Z toho plyne (m.j.) nasledujici.

Véta. Je-li (X, d) kompaktni a je-li
f:(X,d) = (Y,d) vzdjemné jedno-
znacné spojité zobrazent, je to home-

omorfismus.

Obecnéji, necht [ : (X, d) — (Y, d') je spojité zobra-
zeni g : (X,d) — (Z,d") a necht h: (Y,d) — (Z,d")
je takové, Ze h o f = g. Potom je h spojité.

Diikaz. Bud B uzaviend v Z. Potom je A = g~ ![B]
uzaviena a tedy kompaktni v X a tedy je f[A] kom-
paktni, a proto uzaviena v Y. Jelikoz je f zobrazeni na,

mame f[f1[C]] = C pro kazdé C. Proto je
Wt (B] = fIf [ (Bl = fl(hof)'[B] = flg'[B]] = f[A]

uzaviena.
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Posloupnost (xy,)n, v metrickém pro-
storu (X, d) je Cauchyovskd jestlize

Ve > 0 dng takové, ze m,n > ny = d(x,,x,) < €.

Pozorovani. KazZda konvergenitni po-
sloupnost je Cauchyouvskd.

Tvrzeni. Necht md Cauchyovskd po-
sloupnost konvergenini podposloupnost.
Potom konvergugje (k limité té podpo-

sloupnosti).

Diikaz. Necht je (z,), Cauchyovskd a necht lim,, z, =
x. Bud d(x,, x,) < eprom,n > nyad(xy,,x) < € pro
n > no. Polozime-li ng = max(ny, ny) mame pro n > ng
(protoze k, > n)

d(zp, x) < d(x,, xg,) + dTr,, x) < 2e.

Metricky prostor (X, d) je uplny jestlize
v ném kazda Cauchyovska posloupnost
(X, d) konverguje.
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Poznamky. 1. Podle Bolzano-Cauchyovy
vety je realna primka R uplna.

2. Moznost kalkulu.

3. Silna ekvivalence metrik zachovava
Cauchyovu vlastnost a uplnost, prosta
ekvivalence ne.

Tvrzeni. Podprostor uplného pro-
storu je uplny prdaveé kdyz je uzavreny.
Diikaz. 1. Bud Y C (X, d) uzavieny. Bud (y,), Cauchy-
ovskd v Y. Potom je Cauchyovskd a tedy konvergentni v
X, a kvuli uzavienosti je limita v Y.

I1. Necht Y nenf uzavieny. Potom existuje posloupnost
(Yn)n v Y konvergentni v X takovd, ze lim,y, ¢ Y.
Potom je (y,), Cauchyovska v X a jelikoz je vzdalenost

stejnd, téz v Y. Ale v Y nekonverguje.

Tvrzeni. KazZdy kompaktni prostor
je uplny.

Diuikaz. Cauchovska posloupnost ma podle kompakt-

nosti konvergentni podposloupnost a tedy konverguje.
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Lemma. Posloupnost

(:1:%,...,:13712),(:1;%,...,x%),...,(a:]f,...,xﬁ),...

je Cauchyovskd v [ [ (X5, d;) pravé
kdyz kazdd z posloupnosti (azf)k 7e Cau-
chyovskd v (X, d;).

Dikaz. = plyne bezproztiedné z toho, ze d;(u;, v;) <

d((u;)j, (vj);).

«: Necht je kazdd (x%); Cauchyovskd. Pro ¢ > 0 a
i zvolme k; tak aby pro k,I > k; bylo d;(aF,2!) < e.
Potom pro k,[ > max; k; mame

d((xh, ... M), (2, .. 2l)) < e

n n

Véta. Soucin uplnych prostoru je
uplny. Specialne, E, je uplny.

A 7z toho hned dostaneme

Dusledek. PodprostorY euklidovského
prostoru K, je uplny pravé kdyzZ je
tam uzavreny.
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Podrobnosti.
Text: Kapitola XIII, Sekce 7 a 6
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