
Vzory a obrazy

f : X → Y , A ⊆ X , B ⊆ Y

Obraz podmnožiny A ⊆ X v Y :
f [A] = {f (x) |x ∈ A}

Vzor podmnožiny B ⊆ Y v X :
f−1[B] = {x | f (x) ∈ B}

Tedy dostaneme zobrazeńı

P(X)
f [−]

//

P(Y ).
f−1[−]

oo

Plat́ı:

f [A] ⊆ B ≡ A ⊆ f−1[B],

f [f−1[B]] ⊆ B f−1[f [A]] ⊇ A
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Pozor: f−1 má dva významy:

inverse f−1 : Y → X , nemuśı existovat

část v symbolu f−1[−], má smysl vždy

Cvičeńı. 1. Je nějaký vztah mezi těmi
f−1 a f−1[−] ?

2. Kdy plat́ı f−1[f [A]] = A ?

3. Kdy plat́ı f [f−1[B]] = B ?
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Opakováńı. Pot́ıže se zkoumáńım funkce
v́ıce proměnných přes jednotlivé souřadnice,
př́ıklad

f (x, y) =

{
xy

x2+y2 pro (x, y) 6= (0, 0),

0 for (x, y) = (0, 0).

Ještě ho budeme potřebovat.

Metrický prostor, metrika (vzdálenost),
trojúhelńıková nerovnost. Podprostor.
R,C, En

Okoĺı, otevřené a uzavřené množiny,
uzávěr.

Spojitost, konvergence, vzory otevřených
resp. uzavřených množin.

Ekvivalentńı a silně ekviv. metriky.

α · d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ β · d1(x, y).

V En můžeme mı́sto
√∑

i(xi − yi)2 už́ıvat

maxi |xi − yi|.
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Reálná funkce v n proměnných
bude pro nás

f : D → R, D ⊆ En
Podobně jako ve funkćıch jedné proměnné
nemůžeme se omezit na př́ıpady, kdy
definičńı obor je celý prostor En. V př́ıpadě
funkćı jedné proměnné byly definičńı obory
obvykle intervaly nebo jednoduchá sjed-
noceńı interval̊u. Tady budou definičńı
obory D složitěǰśı, často (ale ne vždy)
otevřené množiny v En.

O D se často mluv́ı jako o oblasti na
ńıž je funkce definovaná. To neńı termı́n
(ve specifických kontextech toto slovo
“oblast” termı́n je, tady ne).
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Součiny. Pro (X1, di), i = 1, . . . , n
definujeme n kartézském součinu

∏n
i=1Xi

metriku

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max
i
di(xi, yi).

Źıskaný

(

n∏
i=1

Xi, d) =

n∏
i=1

(Xi, di)

se nazývá součin prostor̊u (Xi, di).

Ṕı̌se se též

(X1, d1)× · · · × (Xn, dn).

Tedy je

(En, σ) =

n krát︷ ︸︸ ︷
R× · · · × R = Rn.
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Věta. 1. Projekce pj = ((xi)i 7→
xj) :

∏n
i=1(Xi, di) → (Xj, dj) jsou

spojitá zobrazeńı.
2. Bud’te fj : (Y, d′) → (Xj, dj) li-

bovolná spojitá zobrazeńı. Potom jed-
noznačně určené zobrazeńı f : (Y, d′)→∏n
i=1(Xi, di) splňuj́ıćı pj ◦ f = fj,

totǐz zobrazeńı definované předpisem
f (y) = (f1(y), . . . , fn(y)), je spojité.
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Jak to vypadá

(Y, d)

f1

��

f2

##

f3

''

f
//

∏3
i=1(Xi, di)

p1

��

p2

��

p3

��

(X1, d1) (X2, d2) (X3, d3)

Existuje přesně jedno f takové že

pi ◦ f = fi

a je spojité.

Tedy studujeme-li spojitá zobrazeńı

f = (f1, . . . , fm) : En→ Em
zálež́ı na rozd́ıl od definičńıho oboru spo-
jitost v oboru hodnot jen na spojitosti
v jednotlivých souřadnićıch.
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2. Parciálńı derivace.

Ted’ na chv́ıli po souřadnićıch. Pro f (x1, . . . , xn)
vezmeme

φk(t) = f (x1, . . . , xk−1, t, xk+1, . . . , xn)

Parciálńı derivace funkce f podle xk
(v bodě (x1, . . . , xn)) je

(obvyklá) derivace funkce φk,

lim
h→0

f (. . . xk−1, xk + h, xk+1 . . . )− f (x1, . . . )

h
.

Označeńı

∂f (x1, . . . , xn)

∂xk
nebo

∂f

∂xk
(x1, . . . , xn),

Pro f (x, y), ṕı̌seme

∂f (x, y)

∂x
a

∂f (x, y)

∂y
, atd.
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Když
∂f (x1,...,xn)

∂xk
existuje pro všechna

(x1, . . . , xn) v nějaké oblasti D máme
funkci

∂f

∂xk
: D → R.

Když budeme mluvit o parciálńı deri-
vaci bude vždy zřejmé máme-li na mysli
funkci, nebo jen č́ıslo (hodnotu té limity
nahoře).
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Všimněte si, že nespojitá funkce f z
př́ıkladu spojitosti po souřadnićıch má
obě parciálńı derivace v každém bodě.
Tedy,

existence parciálńıch derivaćı zde
neimplikuje spojitost !

Budeme potřebovat něco silněǰśıho.
Připomeňte si tvrzeńı ekvivalentńı se

standardńı derivaćı:
Existuje µ konverguj́ıćı k 0 při h→ 0

a A takové, že

f (x + h)− f (x) = Ah + |h| · µ(h)

Geometrický pohled:
f (x + h)− f (x) = Ah vyjadřuje tečnu

ke grafu funkce v bodě (x, f (x)).

|h| · µ(h) je jakási malá chyba.
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Mysleme podobně o funkci f (x, y) a
uvažujme plochu

S = {(t, u, f (t, u)) | (t, u) ∈ D}.
Dvě parciálńı derivace vyjadřuj́ı směry
dvou tečných př́ımek k S v bodě (x, y, f (x, y)),

ale ne tečnou rovinu

a teprve ta bude uspokojivé rozš́ı̌reńı
faktu nahoře.

Pro x ∈ En definujeme

||x|| = max
i
|xi|

To bude mı́sto absolutńı hodnoty, mı́sto
h bude n-tice bĺızká nule.
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Totálńı diferenciál.
Funkce f má totálńı diferenciál v bodě

x existuje-li
funkce µ spojitá v okoĺı U bodu o ta-

ková, že µ(o) = 0
a č́ısla A1, . . . , An pro která

f (a+h)−f (a) =

n∑
k=1

Akhk+ ||h||µ(h).

Tvrzeńı. Necht’ má funkce f totálńı
diferenciál v bodě a. Potom plat́ı, že

1. f je spojitá v a.
2. f má všechny parciálńı derivace

v a, a to s hodnotami

∂f (a)

∂xk
= Ak.
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1. Máme

|f (x−y)| ≤ |A(x−y)|+|µ(x−y)||x− y||
a limita na pravé straně pro y → x je
0.

2. Máme
1

h
(f (. . . xk−1, xk + h, xk+1, . . . )− f (x1, . . . )) =

= Ak + µ((. . . , 0, h, 0, . . . ))
||(0, . . . , h, . . . , 0)||

h
,

a limita na pravé straně je zřejmě Ak.

Všimněte si, že ted’ již spojitost do-
staneme!

Vid́ıte, že v př́ıpadě funkćı jedné proměnné
neńı rozd́ıl mezi existenćı derivace v bodě
a a vlastnost́ı mı́t totálńı diferenciál v
tomto bodě V př́ıpadě v́ıce proměnných
je však tento rozd́ıl zcela zásadńı.
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Může být trochu překvapuj́ıćı, že zat́ımco
existence parciálńıch derivaćı mnoho ne-
znamená,

existence spojitých parciálńıch derivaćı

je něco úplně jiného.

Plat́ı

Věta. Necht’ má f spojité parciálńı
derivace v okoĺı bodu a. Potom má v
bodě a totálńı diferenciál
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Bud’

h(0) = h, h(1) = (0, h2, . . . , hn), h(2) = (0, 0, h3, . . . , hn) etc.

(takže h(n) = o). Potom máme

f(a + h)− f(a) =
n∑

k=1

(f(a + h(k−1))− f(a + h(k))) = M.

Podle Lagrangeovy věty existuj́ı 0 ≤ θk ≤ 1 takové, že

f(a+h(k−1))−f(a+h(k)) =
∂f(a1, . . . , ak−1, ak + θkhk, ak+1, . . . , an)

∂xk
hk

a můžeme pokračovat

M =
∑ ∂f(a1, . . . , ak + θkhk, . . . , an)

∂xk
hk =

=
∑ ∂f(a)

∂xk
hk +

∑(
∂f(a1, . . . , ak + θkhk, . . . , an)

∂xk
− ∂f(a)

∂xk

)
hk =

=
∑ ∂f(a)

∂xk
hk + ||h||

∑(
∂f(a1, . . . , ak + θkhk, . . . , an)

∂xk
− ∂f(a)

∂xk

)
hk
||h||

.

Položme

µ(h) =
∑(

∂f(a1, . . . , ak + θkhk, . . . , an)

∂xk
− ∂f(a)

∂xk

)
hk
||h||

.

Jelikož

∣∣∣∣ hk||h||
∣∣∣∣ ≤ 1 a jelikož jsou funkce ∂f

∂xk
spojité, limh→o µ(h) =

0.

Můžeme tedy schematicky psát

spojité PD ⇒ TD ⇒ PD
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Pravidla pro poč́ıtáńı parciálńıch
derivaćı.

Aritmetická pravidla jsou stejná jako
pro obyčejné derivace (tady také parciálńı
derivace nic jiného než obyčejné deri-
vace nejsou).

Trochu jinak je tomu u pravidla pro
skládáńı. Připomeňte si, že to se i pro
obyčejné derivace dokazuje z formule

f (a + h)− f (a) = Ah + |h|µ(h),

tedy z diferenciálu (který je tam ovšem
totéž jako existence derivace).
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Pravidlo pro skládáńı v nejjednodušš́ı
podobě:

Věta. Necht’ má f (x) totálńı dife-
renciál v bodu a. Necht’ maj́ı gk(t) de-
rivace v bodě b a necht’ je gk(b) = ak
pro k = 1, . . . , n. Položme

F (t) = f (g(t)) = f (g1(t), . . . , gn(t)).

Potom má F derivaci v b, totǐz

F ′(b) =

n∑
k=1

∂f (a)

∂xk
· g′k(b).
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Jak se to dokazuje :

1

h
(F (b+ h)− F (b)) =

1

h
(f(g(b+ h))− f(g(b)) =

=
1

h
(f(g(b) + (g(b+ h)− g(b)))− f(g(b)) =

=
n∑

k=1

Ak
gk(b+ h)− gk(b)

h
+ µ(g(b+ h)− g(b)) max

k

|gk(b+ h)− gk(b)|
h

.

Máme limh→0 µ(g(b+h)−g(b)) = 0 jelikož jsou funkce gk spojité

v b. Jelikož funkce gk maj́ı derivace, jsou maxk
|gk(b+h)−gk(b)|

h ome-
zené v dostatečně malém okoĺı nuly. Limita posledńıho sč́ıtance
je tedy nula a máme

lim
h→0

1

h
(F (b+ h)− F (b)) = lim

h→0

n∑
k=1

Ak
gk(b+ h)− gk(b)

h
=

=
n∑

k=1

Ak lim
h→0

gk(b+ h)− gk(b)
h

=
n∑

k=1

∂f(a)

∂xk
g′k(b).

Co se děje geometricky: Tečná nadro-
vina vyjádřená diferenciálem vněǰśı funkce
f nemá žádný d̊uvod preferovat hlavńı
osy v nichž se děj́ı derivace vnitřńıch
funkćı. Proto by tady jen parciálńı de-
rivace nestačily.
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Důsledek. (Řetězové Pravidlo) Ne-
cht’ má f (x) totálńı diferenciál v bodě
a. Necht’ maj́ı funkce gk(t1, . . . , tr) parciálńı
derivace v b = (b1, . . . , br) a necht’ je
gk(b) = ak pro k = 1, . . . , n. Potom
má funkce

(f◦g)(t1, . . . , tr) = f (g(t)) = f (g1(t), . . . , gn(t))

všechny parciálńı derivace v b, a plat́ı

∂(f ◦ g)(b)

∂tj
=

n∑
k=1

∂f (a)

∂xk
· ∂gk(b)

∂tj
.
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