Themata. Dékuji za otazky navrhujici
themata k nimz bych se mél vratit v
této a v lednové prednasce. Bude cas i
na vic, ptejte se dal.

Byl jsem pozadan abych

(a) Tekl vice k otdzce Véty o impli-
citnich funkeich,

(b) vysvetlil jaka je role Véty o impli-
citnich funkcich v otazce vazanych extrému,

(c) vratil se k Lebesgueovu integralu,

(d) a ze cviceni prislo abychom se jeste
vratili k nékterym otazkam metrickych
prostoru.



(e) A rad bych se jesté vratil k radam
(meéli jste Taylorovy tady). Zbude-li cas,
rad bych vysvétlil zda, kdy, a pro¢ muze
byt limita

0 n
E an, = lim an
n—oo
n=1 k=1

nahlizena jako soucet nekonec¢né mnoha
scitancu (a rozsitovat tak pojem koneéného
souctu oindexovanych séitanci), a kdy
je to prosteé jen ta limita

n

lim an
n—00
k=1



(a) Véty o implicitnich funkcich.

Jsou dény funkce FX(z1, ..., Tm, Y1, - - -, Yn),
1 =1,...,nvn+m proménnych a radi
bychom vyrtesili systém rovnic

F1<$17---7$mayla---ayn) = 0,
F'"x1,...,2m,y1, .- ,9yn) = 0.
V jakém smyslu?
Prepisme to takto

F.%l,...,xm(yla v 7yn> = 0,

F:?l,...,xm(yla Tt 7?/71) = 0.
a pozmeénme terminologii na trochu su-
gestivnéjsi: o proménnych yq, . . ., yp bu-
deme mluvit jako o neznamych.



Tak mame pro kazdy vektor x = (x1,...,2p)
soustavu
n rovnic o n nezndmych yi,...,Yn

1
-F;(y17'°'7yn)::(L
}%?(y17°°'7yﬂ>:::0
které by za rozumnych podminek (pripomete

si n linedrnich rovnic o n neznamych)
mely mit jednoznacéné reseni

y1X7'°°7ynX-

P1i ménicich se vektorech x se méni systém
rovnic a tim samoziejmeé také vysledna
feSeni yry. Tak dostaneme funkce m
promeéennych

fk?<x17 S 737m> — fk<x) = Ykx

a Véta o Implicitnich Funkcich se tyka
techto funkci.



Pripomente si linearni algebru a systém
linearnich rovnic

Ll(yla RN 7yn> — 07
Ln(yla R 7yn> =0
to jest,

n
> _A1jy;— b =0
j=1

) ..
1=1

Ten ma jednoznacné reseni prave kdyz

det Azy # 0.



Vzpomenme si nyni, ze nase funkce

Fi.(xi1,...,2m,y1, ..., Yn) Mmaji spojité
parcialni derivace, tedy totalni diferencialy,

a funkee FX(yq, ..., yn) jsou v (malém)
okol{ bodu fegeni y! dobfe aproximovany
linearnimi
n n
0 ol
ZAk]@j y]>+Fj (y") = ZAk]y]‘|‘Bj
J=1 J=1
OF

kde Ap; = £

kj ay]

Tedy asi nikoho neprekvapi, ze podminka
pro jednoznacné reseni je vyjadrena ne-
nulovym Jacobiho determinantem

det <%> .
ay]‘



(b) Role VolIF v otazce
vazanych extrémau.

Situace: Hledame lokalni extrémy funkce

fly, ... zn)

definované v oblasti D. Ve vnittku D to
neni problém: budou mezi body v nichz
jsou parcialni derivace nulové. Potize jsou
s extrémy na hranici oblasti D.
Predpokladejme, ze je tato hranice ob-
lasti D popsana rovnicemi (vazbami)

gi(xy,...,zn)=0,1=1,... k.

vvvvv



Véta. Budte f,qi, ..., g, redlné funkce definované
na otevrené mmnoziné D C E,; necht maji spojité

parcidlng derivace. Necht je hodnost matice

dg1

axl,

M= ...,
99r

83317 Ceey

maximalni, tedy k, v kazZdém bodé oboru D.
Jestlize funkce f nabyvd v bodé a =
lokdlniho extrému podminéného vazbami

gi(xla'--axn)zo, 1=1,...

existuji ¢isla A1, ..., \p takovd, Ze pro kazdéi =1, ...
plat?
k
0f(a) dg;(a)
N 2 .
8352» * Z J (%Z

dg1
ox,,

Ig
ox,,

(ai,...,a,)

, T



je zasadni podminka, aby hodnost ma-
tice

(Ogr  Og1 )
oxr1  Oxp
M=\ ... ... ..
Ogr D9k

\Doy" " B

byla maximalni moznd, k (mame k <
n). Pro¢ je tomu tak, a jak to pomuze?

Ta matice musi mit regularni k£ x k
podmatici, bez jmy obecnosti tedy treba

fon o\
ox; " By

det | ..., ..., ... | #0 (%)
gy, gy,

\ 9oy Oy



Vazby tvori systém rovnic

g1(x1, ..., X, Tpyqy -, 2n) =0,

gp(T1, . T, Ty, -, @) = 0.
S neznamymi x1, ..., T} a a parametry
(proménnymi) Tjp,q,...,Zn.

(%) je podminka o Jacobiho determi-
nantu ktera nam umozni pouzit VIF, a
ziskdme x; = @ (g4, ..., Tp) amizeme
pak pocitat
extrémy funkce f na hranici oblasti D
jako extrémy funkce

F<xk‘+17 SR 73771) —
- f(¢1<$k+17 S 75671)7 RIS qbk(xk—l—l) s axn)axk‘—i-l) s 7xn)
pro Tp.i,...,Tn vV oteviené mozine,

tedy hledanim nulovych parcialnich de-
rivaci (funkce F).
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(c) Lebesgueuv integral.

Jen informace, zadné konstrukce, ani dukazy:.
Technika Riemannova integralu muze byt
rozsirena tak, ze vSechno co bylo mozné
drive muzeme uzivat i dale beze zmeén.
Nadto muzeme bezpecné uzivat napr.
nasledujici pravidla.

Pokud fDn f existuge pron =1,2, ...,
potom i fU p, [ existuge.

Bud D omezend a |fp(x)] < C pro
pevné C. Necht limy, f,, existuje.

Existuji-li fD fnpron =12, ..., exis-
tuje © [ limy, fr a platd

D " " JD
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To je snadné si pamatovat. Plati mno-

hem vice, napr.:

(1) Pokud existuji [ fn a (fn)n je mo-

(2) Maji-li smysl vyrazy napravo a je-li
| f(t,x)| < g(x) pro integrabilni g,
plati

/ f(to, x—tlgr?o/ f(t,x)dx

3) Pokud pro integrabilni g je

| <o)

a v okoli U ¢isla ty dava vsechno
smysl, plati

/Daf tot’ dt/ f(to, —
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(e) Nekonec¢né soucty realnych
Cisel.

Rady (méli jste Taylorovy fady). Je-li
dana posloupnost (ay ), realnych cisel
mluvime o s ni spojené radé davame-li
smysl “souctu” > "2 1 ay. Zékladn{ de-
finice je limita

O n
Z ap = nlgmm Z aj..
n=1 k=1

Zde-je priklad ukazujici potiz s interpre-
taci této limity jako se¢tenim hodnot
an. Uvazujme tadu s a, = (—1)"”1%7
to jest,

1 1 1 1 1

[ S E S E
2+3 4+5 6+

Ziejmeé limp o0 Y11 Gy existuje (a je
néekde mezi % al).
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Rozdélme a;, na dvé podmnoziny

| 1 1 1

— . T ....a

737 57 77 9
1 1 1 1 (*)

27

e Ty
Snadno vidime, Ze zadna z mnozin

{3 jam—1ln=1,2,...}a
{Zzzl aop|m = 1,2,...} neni ome-
zena.

Pokusme se secist radu v nasledujicim zménéném poradi.
Nejprve scitejme elementy horni posloupnosti (%) dokud
neprekroc¢ime ¢islo 10, potom pokracujme elementy dolni
casti (x) az se dostaneme pod 5; potom zas v horni ¢asti
az prekrocime 100, pokracujeme dole az jsme zas pod
50, atd.. V tomto prerovnani a nasi posloupnosti je li-
mita limy, o0 Y py Ua(n) nekonecna! Mimochodem, asi
jste si vsimli, Ze jsme na tomto principu mohli prerovnat k
jakémukoli souctu. Tedy muzeme sotva obecné povazovat
limitu castecnych souctu za sumu spocetného systému
¢isel.
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Takovy soucet s nekonecéné posloupnosti
(ay)n by musel byt dobte aproximovan
SOUCY ) e j Qf, s konecnymi K C N.
A tak tomu je v pripadé t.zv. absolutné
konvergentnich rad.

Rada > 2 ap je absolutné konvergentni
konverguje-li > > 1 |an.

Véta. Pokud s = > 7 1 ap konver-
guje absolutné existuje pro kazZdé € >

0 n konecnd podmnozina K C N ta-
kovd, Ze pro kazZdou konecnou L tako-
vou, 26 K C L CNje|s—) rap| <

e (7inymi slovy, takovd, Ze pro kaZdou
M C N s K disjunktni je | Yy an| <

€).
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Dikaz. (> y_;lag|)n je Cauchyovska
posloupnost. Bud ng takové, Ze pro kazdé

m>n 2> n%e D kel Ia5|—ZZ:1 |@k\m<

e. Mame ) -y ag| =2 _p—1 lagl = 2_p—p 41 lak]
a pro kazdou M konec¢nou disjunktni s

K ={1,2,...,ng} existuje m takové,

7e M C{n =mng+ 1, m} a tedy

\Zakl <Z\%\ < Z ag| <e.

k=ng+1
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