
Budeme zkoumat reálné funkce několika
reálných proměnných

f (x1, . . . , xn)

Ve funkćıch jedné proměnné se už tro-
chu vyznáme, tak zkusme vźıt

f (a1, . . . , ak−1, x, ak+1, . . . an)

spoustu funkćı jedné proměnné, těm ro-
zumı́me.

To ale nefunguje
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f (x, y) =

{
xy

x2+y2 pro (x, y) 6= (0, 0),

0 for (x, y) = (0, 0).

f (x, 0) = 0, f (0, x) = 0 obě krásně spo-
jité

pro a 6= 0 dokonce na celém oboru jsou
f (x, a) a f (a, x) dány korektńım arit-
metickým výrazem

ale f (0, 0) = 0 a pro libovolně malé ne-
nulové ε, tedy libovolně bĺızko (0, 0) je

f (ε, ε) =
1

2
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Metrický prostor

(X, d), d : X ×X → R

d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0⇔ x = y
d(x, y) = d(y, x)
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Zat́ım to pro nás byl hlavně

(R, |x− y|)
a daľśı př́ıklad je

(C, |x− y|)
(Pozor: trojúhelńıková nerovnost tady
neńı pro |x− y| tak triviálńı jako v R)
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Euklidovský prostorEn: (Rn, d)

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

√∑
i

(xi − yi)2

Pro nás zvlášt’ d̊uležitý, znáte ho také
v podobě vektorového prostoru Vn se
skalárńım součinem uv a normou ||u|| =√
uu – a vzdálenost́ı ||u− v||

—————————

(X, d) kde d(xy) = 1 pro x 6= y (dis-
kretńıprostor)

—————————

F (a, b) množina všech omezených funkćı
na intervalu 〈a, b〉

d(f, g) = sup{|f (x)−g(x)| | a ≤ x ≤ b}
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Podprostor. (X, y) metrický prostor,
Y ⊆ X

(Y, d′) kde d′(x, y) = d(x, y)

Spojité zobrazeńı f : (X, d)→ (Y, d′)
∀x ∈ X, ∀ε > 0∃δ > 0,

d(x, y) < δ ⇒ d′(f (x), f (y)) < ε
(Srovnejte s

∀x ∈ X, ∀ε > 0∃δ > 0,

|x− y| < δ ⇒ |f (x)− f (y)| < ε)

Triviality: Identické zobrazeńıid : (X, d)→
(X, d),

Vložeńı podprostoru j = (x 7→ x) :
(Y, d′)→ (X, d)

Složeńı gf : (X, d) → (Z, d′′) spo-
jitých zobrazeńı f : (X, d) → (y, d′) a
g : (Y, d′)→ (Z, d′′) je spojité
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Konvergence. limn xn = x :

∀ε > 0∃n0(n ≥ n0⇒ d(x, xn) < ε
(Srovnejte s

∀ε > 0∃n0(n ≥ n0 ⇒ |x− xn| < ε)

Věta. Zobrazeńı f : (X1, d1)→ (X2, d2)
je spojité právě když pro každou kon-
vergentńı (xn)n v (X1, d1) posloupnost
(f (xn))n konverguje v (X2, d2) a plat́ı
limn f (xn) = f (limn xn).

D̊ukaz. I. Bud’ f spojitá a necht’ limn xn =
x. Pro ε > 0 svolme ze spojitosti δ > 0
tak aby d2(f (y), f (x)) < ε pro d1(x, y) <
δ. Podle definice konvergence posloup-
nosti existuje n0 takové, že pro n ≥ n0
je d1(xn, x) < δ. Tedy, je-li n ≤ n0
máme d2(f (xn), f (x)) < ε a potom
limn f (xn) = f (limn xn).
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II. Necht’ f neńı spojitá. Potom exis-
tuj́ı x ∈ X1 a ε0 > 0 takové, že pro
každé δ > 0 existuje x(δ) takové,že

d1(x, x(δ)) < δ ale d2(f (x), f (x(δ))) ≥ ε0.

Položme xn = x(1
n).Potom limn xn =

x ale (f (xn))n nemůže konvergovat k
f (x). �
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Okoĺı. Ω(x, ε) = {y | d(x, y) < ε}
“U je okoĺı x”≡ ∃ε > 0,Ω(x, ε) ⊆ U

Pozorováńı: 1. U je okoĺı x a U ⊆
V ⇒ V je okoĺı x.

2. U a V jsou okoĺı x ⇒ U ∩ V je
okoĺı x.

Otevřené množiny. U ⊆ (X, d)
je otevřená je-li okoĺım každého svého
bodu.

Pozorováńı. Každá ΩX(x, ε) je otevřená
v (X, d).

Pozorováńı. Množiny ∅ a X jsou
otevřené. Jsou-li Ui, i ∈ J , otevřené
potom

⋃
i∈J Ui je otevřená, and jsou-

li U a V otevřené je U ∩V otevřená.
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Uzavřené množiny. A ⊆ (X, d) je
uzavřená v (X, d)≡ pro každou (xn)n ⊆
A konvergentńı v X je limn xn v A.

Tvrzeńı. A ⊆ (X, d) je uzavřená v
(X, d) právě když X rA je otevřená.

D̊ukaz. I. Necht’ XrA neńı otevřená. Potom exis-

tuje bod x ∈ X rA takový, že pro každé n je Ω(x, 1n) *
X r A. Zvolme xn ∈ Ω(x, 1n) ∩ A. Potom (xn)n ⊆ A a

limxn = x /∈ A a tedy A neńı uzavřená.

II. Necht’ je XrA otevřená a (xn)n ⊆ A konverguje k

x ∈ XrA. Potom pro nějaké ε > 0 je Ω(x, ε) ⊆ XrA

a tdy pro dost velké n, xn ∈ Ω(x, ε) ⊆ XrA, spor. �

Důsledek. Množiny ∅ a X jsou uzavřené.
jsou-li Ai, i ∈ J , uzavřené je i

⋂
i∈J Ai

uzavřená, a jsou-li A and B uzavřené,
je A ∪B uzavřená.
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d(x,A) = inf{d(x, a) | a ∈ A}.
Uzávěr množiny A:

A = {x | d(x,A) = 0}.

Tvrzeńı. (1) ∅ = ∅.
(2) A ⊆ A,
(3) A ⊆ B ⇒ A ⊆ B,
(4) A ∪B = A ∪B, a

(5) A = A.
D̊ukaz. (4): A ∪B ⊇ A ∪ B. Je-li

x ∈ A ∪B a ne x ∈ A máme α =
d(x,A) > 0 a tedy y ∈ A∪B s d(x, y) <
α jsou v B; tedy je x ∈ B.

(5): Bud’ d(x,A) = 0. Zvolme ε > 0.
Potom máme z ∈ A takové, že d(x, z) <
ε
2 a pro toto z můžeme zvolit y ∈ A ta-
kové, že d(z, y) < ε

2. Tedy d(x, y) <
ε
2 + ε

2 = ε an vid́ıme, že x ∈ A. �
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Tvrzeńı. A je množina všech limit
konvergentńıch posloupnost́ı (xn)n ⊆
A.

Tvrzeńı.A je uzavřená, a je to nejmenš́ı
uzavřená množina obsahuj́ıćı A. Tedy,

A =
⋂
{B |A ⊆ B, B uzavřená}.

D̊ukaz. Pokud (xn)n ⊆ A converguje
k x zvolme yn ∈ A s d(xn, yn) < 1

n.

Then limn yn = x and x is in A.
Je-li B uzavřená a A ⊆ B k zvolme

x ∈ A convergentńı (xn)n v A, tedy v
B tak aby limxn = x. Potom je x ∈ B.
�
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Věta. Bud’te (X1, d1), (X2.d2) me-
trické prostory a f : X1→ X2 be zob-
razeńı. Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı.

(1) f je spojité.

(2) Pro každý x ∈ X1 a každé okoĺı V
bodu f (x) texistuje okoĺı U bodu x
takové, že f [U ] ⊆ V .

(3) Pro každou otevřenou U v X2 je
vzor f−1[U ] otevřený v X1.

(4) Pro každou uzavřenou A v X2 je
vzor f−1[A] uzavřený v X1.

(5) Pro každou A ⊆ X1 je f [A] ⊆
f [A].
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Vlastnost nebo definice je topologická
je-li zachovávána homeomorfismy. Máme
tedy následuj́ıćı topologické vlastnosti a
pojmy:

� konvergenci

� otevřenost

� uzavřenost

� uzávěr

� okoĺı

� nebo spojitost sama.

Silně ekvivalentńı metriky d1 a
d2:

Identické zobrazeńı (X, d1)→ (X, d2)
je homeomorfismus.
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d1 a d2 na téže množině jsou silně
ekvivalentńı existuj́ı-li kladné konstanty
α a β takové, že

α · d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ β · d1(x, y).

V euklidovských prostorech kde
jsme zat́ım měli vzdálenost

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

položme

λ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

n∑
i=1

|xi − yi|, a

σ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max
i
|xi − yi|.

Tvrzeńı. d, λ a σ jsou silně ekvi-
valentńı metriky na En.
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Součiny. Pro (X1, di), i = 1, . . . , n
definujeme n kartézském součinu

∏n
i=1Xi

metriku

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max
i
di(xi, yi).

Źıskaný

(

n∏
i=1

Xi, d) =

n∏
i=1

(Xi, di)

se nazývá součin prostor̊u (Xi, di).

Ṕıse se též

(X1, d1)× · · · × (Xn, dn).

Tedy je

(En, σ) =

n times︷ ︸︸ ︷
R× · · · × R = Rn.
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Věta. 1. Projekce pj = ((xi)i 7→
xj) :

∏n
i=1(Xi, di) → (Xj, dj) jsou

spojitá zobrazeńı.
2. Bud’te f:(Y, d

′) → (Xj, dj) libo-
volná spojitá zobrazeńı. Potom jedno-
značně určené zobrazeńı f : (Y, d′)→∏n
i=1(Xi, di) splňuj́ıćı pj ◦ f = fj,

totǐz zobrazeńı definované předpisem
f (y) = (f1(y), . . . , fn(y)), je spojité.

Tedy studujeme-li spojitá zobrazeńı

f = (f1, . . . , fm) : En→ Em
zálež́ı na rozd́ıl od definičńıho oboru spo-
jitost v oboru hodnot jen na spojitosti
v jednotlivých souřadnićıch.
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