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Maximálńı možnou délku Davenportovy–Schinzelovy posloupnosti řádu s nad sym-
boly 1, 2, . . . , n budeme značit λs(n). Složitost buňky arrangementu geometrických ob-
jekt̊u v rovině je počet vrchol̊u nebo hran lež́ıćıch na hranici buňky, poč́ıtaný i s
násobnost́ı.

1. Dokažte, že počet Davenportových–Schinzelových posloupnost́ı řádu 2 nad abe-
cedou {1, . . . , n}, které maj́ı délku 2n− 1, a v nichž nejlevěǰśı výskyty symbol̊u
tvoř́ı rostoućı posloupnost, je roven Catalanovu č́ıslu Cn−1. Catalanova č́ısla jsou
definována jako C0 = 1 a Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + · · · + Cn−1C0 pro n ≥ 1.
Např. pro n = 3 máme dvě posloupnosti: 12321 a 12131. [2]

2. Složitost jedné buňky arrangementu úseček
Necht’ C je buňka arrangementu n úseček v obecné poloze v rovině, jejichž sjed-
noceńım je souvislá množina.

(a) Úsečky oč́ıslujeme č́ısly 1 až n. Seṕı̌seme si posloupnost č́ısel úseček podél
hranice buňky C, poč́ınaje náhodným vrcholem na hranici buňky. Dokažte,
že se v takto źıskané posloupnosti nevyskytuje podposloupnost ababab, a
tedy složitost buňky C je O(λ4(n)). [2]

(b) Dokažte, že složitost buňky C je nejvýše O(λ3(n)). Rada: Každé úsečce
přǐrad’te v́ıce r̊uzných symbol̊u. [2]

3. Věta o zóně přes Davenportovy–Schinzelovy posloupnosti
Zóna př́ımky p v arrangementu př́ımek je množina stěn (všech dimenźı), které
vid́ı p. Dokažte převodem na Davenportovy–Schinzelovy posloupnosti, že zóna
jedné př́ımky v arrangementu n př́ımek v rovině má složitost O(n). [3]

4. Necht’ g1, g2, . . . , gm jsou grafy m spojitých po částech lineárńıch funkćı z R do R,
které se dohromady skládaj́ı z n úseček a polopř́ımek. Dokažte, že dolńı obálka
g1, g2, . . . , gm má složitost O( n

m
λ3(2m)). Konkrétně pro m = O(1) je složitost

dolńı obálky lineárńı. [2]

5. Definujme matice

N =

(
∗ 1 ∗ 1
1 ∗ 1 ∗

)
, L =

(
1 ∗
1 1

)
, U =

(
1 ∗ 1
1 1 ∗

)
,

kde ∗ zastupuje libovolný prvek. Necht’ A ∈ {0, 1}n×n je n × n matice s prvky
aij, i, j ∈ [n], složená z nul a jedniček. Řekneme, že A neobsahuje N jako podma-
tici, pokud neexistuj́ı indexy i1 < i2 a j1 < j2 < j3 < j4 takové, že ai2j1 = ai1j2 =
ai2j3 = ai1j4 = 1. Podobně se definuje neobsahováńı ostatńıch matic.

(a) Dokažte, že pokud A neobsahuje N jako podmatici, pak má nejvýše λ3(n)+
O(n) jedniček. [2]

(b) Dokažte, že pokud A neobsahuje L jako podmatici, pak má nejvýše O(n)
jedniček. [1]

(c) Najděte matici A obsahuj́ıćı alespoň Ω(n log(n)) jedniček, která neobsahuje
U jako podmatici. [2]
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