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1. Dokažte, že existuje h ∈ N s následuj́ıćı vlastnost́ı.

Předpokládejme, že F1, F2, . . . , Fh+1 jsou množiny v rovině takové, že pro každou neprázdnou
I ⊆ [h + 1] lze pr̊unik FI =

⋂
i∈I

Fi vyjádřit jako sjednoceńı nejvýše dvou konvexńıch
množin (speciálně tuto vlastnost splňuje prázdná množina). Dále předpokládejme, že
každá h-tice z množin F1, F2, . . . , Fh+1 má neprázdný pr̊unik. Dokažte, že pr̊unik všech
množin Fi je neprázdný (tj. F[n+1] 6= ∅). [4, nápověda]

2. Dokažte Sarkariovo–Onnovo lemma z přednášky. Pro připomenut́ı, pro x ∈ R
d znač́ıme x+

vektor v R
d+1 źıskaný z x přidáńım hodnoty 1 jako posledńı souřadnici. Dále w1, . . . , wr

jsou vrcholy pravidelného (r − 1)-simplexu v R
r−1 se středem v počátku. Pro i ∈ [r] a

x ∈ R
d definujeme φi(x) jako x+⊗wi ∈ R

(d+1)(r−1). (u⊗v je tenzorový součin vektor̊u u a
v, lze si jej představit např. jako matici uvT , chápeme-li u, v jako sloupcové vektory). Dále
pro soubor A = (A1, A2, . . . , Ar) po dvou disjunktńıch množin z R

d takových, že jejich
sjednoceńı má (d+1)(r−1)+1 bod̊u, definujeme Sarkariovu–Onnovu transformaci Φ(A)
jako conv(

⋃
{φi(a); i ∈ [r], a ∈ Ai}). Potom Sarkariovo–Onnovo lemma ř́ıká, že pr̊unik⋂

n

i=1 conv(Ai) je neprázdný, právě když Φ(A) obsahuje počátek.

Můžete použ́ıvat vlastnosti vektor̊u wi uvedené na přednášce. [3]

Maximálńı možnou délku Davenportovy–Schinzelovy posloupnosti řádu s nad symboly 1, 2,
. . . , n budeme značit λs(n). Složitost buňky arrangementu geometrických objekt̊u v rovině je
počet vrchol̊u nebo hran lež́ıćıch na hranici buňky, poč́ıtaný i s násobnost́ı.

3) Dokažte, že počet Davenportových–Schinzelových posloupnost́ı řádu 2 nad abecedou
{1, . . . , n}, které maj́ı délku 2n−1, a v nichž nejlevěǰśı výskyty symbol̊u tvoř́ı rostoućı po-
sloupnost, je roven Catalanovu č́ıslu Cn−1. Catalanova č́ısla jsou definována jako C0 = 1 a
Cn = C0Cn−1+C1Cn−2+· · ·+Cn−1C0 pro n ≥ 1. Např. pro n = 3 máme dvě posloupnosti:
12321 a 12131. [2]

4) Složitost jedné buňky arrangementu úseček

Necht’ C je buňka arrangementu n úseček v obecné poloze v rovině, jejichž sjednoceńım
je souvislá množina.

(a) Úsečky oč́ıslujeme č́ısly 1 až n. Seṕı̌seme si posloupnost č́ısel úseček podél hranice
buňky C, poč́ınaje náhodným vrcholem na hranici buňky. Dokažte, že se v takto
źıskané posloupnosti nevyskytuje podposloupnost ababab, a tedy složitost buňky C

je O(λ4(n)). [2]

(b) Dokažte, že složitost buňky C je nejvýše O(λ3(n)). Rada: Každé úsečce přǐrad’te v́ıce
r̊uzných symbol̊u. [2]

5) Věta o zóně přes Davenportovy–Schinzelovy posloupnosti

Zóna př́ımky p v arrangementu př́ımek je množina stěn (všech dimenźı), které vid́ı p.
Dokažte převodem na Davenportovy–Schinzelovy posloupnosti, že zóna jedné př́ımky v
arrangementu n př́ımek v rovině má složitost O(n). [3]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg

1


