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Tradi
e zapisování pøedná¹ek do o�
iálního bloku, o�
iálu, na Jarní ¹kole

kombinatoriky (a v nìkterý
h èase
h té¾ na Kombinatori
kém semináøi) je

dnes snad ji¾ star¹í ne¾ vìt¹ina souèasný
h úèastníkù tohoto seminaøe. De-

sítky o�
iálù jsou u
hovány v bezpeèí kan
eláøe profesora Ne¹etøila. V uply-

nulém semestru, inspirováni touto tradi
í, jsme vyzvali studentské úèastníky

semináøe k podílu na pøípravì sborníku, který právì dr¾íte ve svý
h rukou.

Mù¾eme s potì¹ením konstatovat, ¾e právì díky pøièinlivosti studentù se

podaøilo shromá¾dit zápisky, tvoøí
í pìknou a snad i u¾iteènou vzpomínku

na kombinatori
ké semináøe v zimním semestru 2002/3.

V Praze v dubnu 2003

Jiøí Fiala

Martin Klazar

Pavel Valtr
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Self-
omplementary 
ir
ulant graphs

Samodoplòkové þotáèe
í" grafy

B. Alspa
h, J. Morris

Referoval Martin Pergel dne 16. 10. 2002 a 23. 10. 2002

Zapisoval Karel Karlík

De�ni
e: Graf G na n vr
hole
h je samodoplòkový, jestli¾e je isomorfní

svému doplòku: G

�

=

�

G.

Budeme se zabývat regulárními grafy.

Tvrzení: G je regulární samodoplòkový graf ) jV (G)j = 4k + 1

Dùkaz: 1) jE(G)j = jE(

�

G)j a jE(G)j + jE(

�

G)j = poèet v¹e
h hran na

K

n

=

�

n

2

�

=

n(n�1)

2

) jE(G)j =

n(n�1)

4

) buïto 4jn nebo 4j(n � 1) (tedy

n = 0(mod 4) nebo n = 1(mod 4)).

2) deg(G) = deg(

�

G)) deg(G) =

n�1

2

) n je li
hé.

3) dohromady n = 1(mod 4), tj. n = jV (G)j = 4k+1 pro nìjaké k 2 N

0

.

De�ni
e: G je 
ir
ulant, jestli¾e 9S � f1; :::; n � 1g : G = (V;E) =

(fv

1

; :::; v

n

g; ffv

i

; v

j

gj(i � j mod n) 2 S nebo (j � i mod n) 2 Sg. S se

nazývá symbol grafu.

Pozorování:

- Do S staèí dávat èísla do b

n
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 (staèí pøíslu¹né hrany obrátit).

- Cir
ulant grafy lze libovolnì þotáèet" (isomor�smy).

Vìta: 9G (SC C) na n vr
hole
h � (8p z faktoriza
e n) p je tvaru

4k + 1.

Dùkaz: "(" matemati
kou induk
í podle slo¾itosti faktoriza
e n.

1) n je prvoèíslo . . . existuje tìleso Z

n

; vytvoøíme 
ir
ulant graf na vr-


hole
h 0; 1; : : : n � 1 se signaturou S = fkvadrati
ké zbytky Z

n

g = fx 2

Z

n

j9y 2 Z

n

: x = y

2

(mod n)g. Proto¾e prvoèíslo n = 4k + 1, je �1 kvadra-

ti
ký zbytek a k. zbytkù je v Z

n

polovina (s nulou

n+1

2

.

G je 
ir
ulant z konstruk
e; SC je napøíklad díky isomor�smu G !

�

G :

v

i

7! v

ai

pro nìjaké a 62 S: þdélky" hran se zmìní z kvadrati
ký
h zbytkù

na nezbytky a naopak (k. zbytkù je jenom polovina).

2) n = p:q; máme SCC graf G na p vr
hole
h se signaturou S

G

a SCC

graf H na q vr
hole
h se signaturou S

H

; vìn
ovým souèinem sestrojíme

SCC graf G�H
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Sestrojíme p kopiíG(G

0

; : : : G

p�1

); meziG

i

aG

j

dámeK(p; p) � fv

i

; v

j

g 2

E(H).

V rám
i G je stupeò deg(G) =

p�1

2

, mezi spojenými G

i

; G

j

pøibude p;


elkový stupeò se tedy za
hová správnì

p�1

2

+ p

q�1

2

=

p�1+pq�p

2

=

pq�1

2

.

Samodoplòkovost: v rám
i G jasná, doplnit podle isomor�smu na H .

G�H

�

=

�

G�

�

H .

Cir
ulant: pøeèíslujeme vr
holy po sloup
í
h zleva dolù (v

i

v G

j

dostane

èíslo qi+ j). Symbol G�H bude S

G�H

= q:S

G

[[

p

k=1

(k:q+S

H

). Pro ka¾dou

hranu najdeme posunutou hranu z ka¾dého vr
holu, proto¾e G i H jsou


ir
ulant grafy.

")" budeme uva¾ovat minimální protipøíklad a uká¾eme, ¾e existuje

men¹í protipøíklad (sporem).

De�ni
e: Permutaèní grupa G na 
 je tranzitivní � (8�; � 2 
)(9g 2

G) : g(�) = � a je dvojitì tranzitivní � (8�; �; 
; Æ 2 
; (� = 
) � (� =

Æ))(9g 2 G) : g(�) = �&g(
) = Æ.

De�ni
e: Buï G permutaèní grupa na 
. B � 
 je blok G � (8g 2

G)(g(B) = B _ g(B) \ B = ;

Pozorování: V tranzitivní
h grupá
h platí 8d G na 
 buïto nemá bloky

velikosti d, nebo bloky velikosti d tvoøí disjunktní rozklad 
 (úplný systém

blokù).

De�ni
e: ;;
; fag jsou triviální bloky. Ostatní jsou netriviální. Grupa

G se nazývá primitivní, má-li pouze triviální bloky, jinak se nazývá nepri-

mitivní.

De�ni
e: Buï G koneèná grupa. Jestli¾e ka¾dá primitivní grupa H ,

která obsahuje G

0

= regulární reprezenta
i G jako tranzitivní podgrupu, je

dvojitì tranzitivní, pak se G nazývá Burnsideova grupa.

De�ni
e:Regulární reprezenta
e grupyG je grupa permuta
í g

�

: g

�

(x) =

xg (nebo g

�

(x) = g

�1

x) pro v¹e
hna g 2 G.

Pozorování: G

0

je tranzitivní podgrupa dvojitì tranzitivní grupy )

sama je dvojitì tranzitivní.

Vìta: (1) 
ykli
ké grupy slo¾eného øádu jsou Burnsideovy.

(2) G neprimitivní s bloky B

1

; : : : ; B

l

,

b

G = pùsobení G na bloky B

i

,

b

G

neprimitivní s bloky C

1

; : : : ; C

k

) G neprimitivní s bloky B

0

1

; : : : ; B

0

k

, které

odpovídají blokùm C

j

.
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(3) n slo¾ené ) pro netriviální 
ir
ulant graf na n vr
hole
h je Aut(G)

neprimitivní.

Lemma: n není prvoèíslo, G je 
ir
ulant na vr
hole
h 1; : : : n, Aut(G)

pùsobí neprimitivnì na V

G

a vytváøí bloky B

i

délky d ) d dìlí jV (G)j &

B

i

= fv

j

jj � i(mod

n

d

)g.

Dùkaz: Vezmi blok velikosti d; 9 úplný rozklad na bloky velikosti d; po

pøeèíslování vr
holù je � = (n; 1; : : : ; n�1) 2 Aut(1; : : : ; n) (þotoèení" grafu

o 1 vr
hol þzpátky") mù¾eme skládat, tak¾e mù¾eme G libovolnì þotáèet".

Kdyby bloky nebyly pravidelné (tvaru ze znìní lemma), dostali by
hom

po nìkterém otoèení permuta
i, která zobrazí nìkterý vr
hol bloku zpátky

do bloku a jiný ven z bloku, 
o¾ je spor s de�ni
í bloku (napøíklad zkusíme

zobrazit þnejkrat¹í" hranu bloku na þnejdel¹í").

Nyní u¾ pøejdeme k samotnému dùkazu ")". To je tvrzení: je-li G sa-

modoplòkový 
ir
ulant graf na n vr
hole
h, je ka¾dé prvoèíslo z faktoriza
e

n tvaru 4k + 1. Mìjme minimální protipøíklad G.

Podle tvrzení 1 n

�

=

1(mod 4), jinak na n vr
hole
h nevytvoøíme 
ir
u-

lant graf.

n je slo¾ené (jinak ka¾dé prvoèíslo z faktoriza
e n je u¾ n samo).

Ve faktoriza
i n je sudý poèet (nemusí být rùzné) prvoèísel tvaru 4k+3

(n li
hé ) 2 tam není; kdyby ji
h bylo li¹e, bylo by n � �1 � 3(mod4)).

G je 
ir
ulant, samodoplòkový a netriviální (ze slo¾enosti n plyne n >

1). Proto podle vìty 2.3 je Aut(G) neprimitivní s úplným systémem blokù

B

0

; : : : ; B

n

d

�1

.

Kdy¾ pro B

i

� V (G) oznaèíme G[B

i

℄ graf indukovaný B

i

na G, pak

podle lemma je (8B

i

; B

j

)(G[B

i

℄

�

=

G[B

j

℄).

Máme (ze samodoplòkovosti) isomor�smus � : G '

�

G. �

2

zobrazuje

hrany na hrany a nehrany na nehrany, tak¾e je to automor�smus rotují
í o

2k blokù a proto¾e poèet blokù je li
hý, musí � být rota
e o k blokù, 
o¾

po slo¾ení s nìjakou mo
ninou � dává samodoplòkovost v¹e
h G[B

i

℄. Díky

volbì pravidelný
h B

i

a tomu, ¾e G je 
ir
ulant, jsou i G[B

i

℄ 
ir
ulant grafy.

Zobrazení � rotuje (postupnì v¹e
hny) bloky, tak¾e faktorgrupa

\

Aut(G)

(na fB

0

; : : : ; B

n

d

�1

g) obsahuje regulární reprezenta
i 
ykli
ké grupy øádu

n

d

.

Kdyby

\

Aut(G) byla neprimitivní, mù¾eme pomo
í vìty 2.2 její bloky

sluèovat do vìt¹í
h, tak¾e mù¾eme BÚNO pøedpokládat, ¾e

\

Aut(G) je pri-

mitivní.
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G je minimální protipøíklad)G[B

i

℄ protipøíklady nejsou) jV (G[B

i

℄j =

4k

i

+1. Prvoèísla tvaru 4k+3 se tedy do rozkladu n musela dostat z poètu

blokù, tj.

n

d

. Jeliko¾ poèet tì
hto prvoèísel je sudý, je

n

d

èíslo slo¾ené.

Proto¾e máme 
ykli
kou grupu H (s generátorem �) slo¾eného øádu

n

d

,

která je podle vìty 1.1 Burnsideova, a máme regulární reprezenta
i H v

\

Aut(G), je podle de�ni
e Burnsideový
h grup

\

Aut(G) buïto neprimitivní

(
o¾ je spor s BÚNO pøedpokladem) nebo dvojitì tranzitivní.

G je 
ir
ulant graf ) mezi ka¾dými dvìma bloky vede stejnì hran.

G je samodoplòkový ) mezi ka¾dými dvìma bloky vede stejnì hran v

G i v

�

G.

Hran mezi dvìma bloky v G a

�

G dohromady je d

2

, 
o¾ je li
hé èíslo,

ale podle pøed
hozího to má být sudé èíslo ) spor. Tím jsme vyvrátili

pøedpoklad existen
e prvoèísla tvaru 4k + 3 v rozkladu n [℄.

Kone
 jinak: buï � isomor�smus G a

�

G, (a; b) 2 E

G

, �(a) = 
; �(b) = d,

tak¾e (
; d) 2 E

�

G

. Potom díky dvojité tranzitivitì

\

Aut(G) existuje auto-

mor�smus � 2 Aut(G) takový, ¾e �(a) = 
; �(b) = d, tak¾e (
; d) 2 E

G

, 
o¾

je spor (hrana je souèasnì v grafu i jeho doplòku).
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Complexity of Langton's ant

Zlo¾itos» Langtonovho mrav
a

A. Gajardo, A.Moreira, E.Goles

Referoval Tomá¹ Vyskoèil dne 6. 11. 2002

Zapisovala Mirka Sotáková

Úvod

Langtonov mrave
 je systém de�novaný na dvojrozmernej mrie¾ke. Ka¾dá

bunka sa na
hádza v jednom z dvo
h stavov, 
hoï vµavo alebo 
hoï vpravo.

Mrave
 je ¹ípkou menia
ou smer pri pre
hode bunkou, vzhµadom na svoj

aktuálny smer. Stav bunky sa po pre
hode mrav
a mení. Mo¾no sa naò tie¾

díva» ako na 
elulárny automat alebo na hlavu dvojrozmerného Turingovho

stroja. Zdá sa, ¾e pri ¹tarte z µubovolnej poèiatoènej kon�gurá
ie vytvorí po

koneènom poète krokov periodi
kú diaµni
u.

Tro¹ièku z teórie zlo¾itosti

Rozhodova
í problém je problém, ktorého rie¹enie pre daný prípad je

áno alebo nie. Problém je rozhodnuteµný, ak existuje algoritmus, ktorý na

túto otázku správne odpovie po koneènom èase. Rozhodnuteµné problémy

sú zaradené do tzv tried zlo¾itosti. Trieda P pozostáva z problémov rie¹iteµ-

ný
h v polynomiálnom èase. Problém, na ktorý mo¾no redukova» µubovolný

problém z P sa nazýva P-»a¾ký, keï je navy¹e z P, je P-úplný. Problém A

je redukovateµný na problém B (tie¾ B redukuje A), ak existuje funk
ia R

pra
ujú
a s logaritmi
kou pamä»ou vzhµadom na veµkos» vstupu taká, ¾e x

je pozitívny prípad A práve vtedy, ak R(x) je p.p. B.

Hovoríme, ¾e systém je univerzálny, ak doká¾e simulova» univerzálny

Turingov stroj.

Poznámoèka: Boolovský obvod je orientovaný a
ykli
ký graf s postup-

nos»ou vstupný
h uzlov (s nulovým vstupným stupòom) ohodnotený
h pre-

mennými alebo boolovskými kon¹tantami a postupnos»ou výstupný
h uz-

lov, v ktorom ka¾dý iný uzol predstavuje boolovský operátor. Jeho veµkos»

je poèet jeho uzlov (operátorové uzly - tie¾ logi
ké brány).

Pred
hádzajú
e výsledky

Ohµadom správania sa mrav
a je i
h pomerne málo.
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Trajektória mrav
a je neohranièená (nemá koneèný diameter).

Mno¾ina buniek, nav¹tívený
h nekoneène veµa krát, nemá rohy (roh mno-

¾iny je bunka, ktorej aspoò 2 susedné neprotiµahlé bunky nele¾ia v danej

mno¾ine). (Poznámka na okraj: Ono sa vlastne predpokladá, ¾e táto mno-

¾ina je prázdna.)

Domnienka: Pre µubovolnú poèiatoènú kon�gurá
iu s koneèným nosièom

(poèet políèok jednej z farieb je koneèný) postaví mrave
 periodi
kú diaµni
u

v nejakom smere.

Výsledky

Èlánok sa zaoberá kon¹truk
iou boolovský
h obvodov, kde vstupné pre-

menné sú stavy urèitý
h buniek, výpoèet prebieha po trajektórii mrav
a a

výstupom sú opä» stavy urèitý
h buniek. Prvým d�sledkom je dolné ohra-

nièenie zlo¾itosti systému:

Existuje problém (nav¹tívi mrave
 danú bunku?), ktorý redukuje P-úplný

problém (výpoèet boolovského obvodu), teda je P-»a¾ký.

Na druhej strane, táto kon¹truk
ia povolí simulá
iu akéhokoµvek line-

árneho 
elulárneho automatu pre kon�gurá
ie kde v danom èase d�jde k

zmene stavu koneèného poètu buniek. To má dva d�sledky:

Systém doká¾e simulova» univerzálny Turingov stroj.

Existuje nerozhodnuteµný problém spojený so správaním mrav
a.

Kon¹truk
ia obvodov

Uká¾eme, ako pre daný boolovský obvod postavi» kon�gurá
iu, pre ktorú

vstupné premenné sú reprezentované stavmi urèitý
h buniek, výpoèet pre-

bieha po trajektórii mrav
a a je zapísaný do vopred urèený
h buniek. Pre-

bieha zhora nadol a ne
h prebieha zµava doprava. Na vr
hu brány je niekoµko

vstupný
h buniek, dole niekoµko výstupný
h. Na zaèiatku budú v¹etky vý-

stupy v stave doµava (false). Mrave
 vojde do brány zµava a opustí ju idú


doprava, prièom vnútri sa pohybuje po trajektórii danej vstupmi (v súlade

s funk
iou, ktorú brána reprezentuje). Na výpoèet umiestnime vstupy do

buniek na vr
hu kon�gurá
ie a pre za sebou nasledujú
e úrovne výpoètu

pre
hádzajme po riadko
h logi
ké brány zhora nadol. Pri pre
hode posled-

ným riadkom, stav poslednej výstupnej bunky je výsledkom obvodu pre

daný vstup. Pri pre
hode medzi riadkami musíme zostroji» pravo-µavé ver-

zie brán a tým povoli» striedavo meni» smer pre
hodu jednotlivý
h riadkov.

Pou¾ijeme brány, ktoré umo¾nia robi» nasledujú
e operá
ie s bunkami - not

(out=:in), dupli
ate (out1=in, out2=in), 
ross (out1=in1, out2=in2), 
opy

9



(out=in). Napr. not- ak vstupná bunka je doµava (false), mrave
 nav¹tívi

výstupnú a zmení jej stav na doprava (true) a bránu opustí, inak ju opustí

hneï. Uká¾me ako tieto brány vnori» do mrie¾ky, po ktorej 
hodí mrave
.

Popis obrázku (zµava, oznaèenie vstupov a výstupov idú
 v smere hodi-

nový
h ruèièiek po straná
h ¹tvor
a (zaèiatok vµavo dole)):

1. 3, 2, 4, 1

2. 1, 3, 2

3. 4, 1, 3, 2

4. 3, 1, 4, 2

Popí¹me ako pra
ujú tri typy "krí¾ení" (
rossings, A, B, C) a jeden typ

"spojenie" (jun
tion, J).

A: vstup 1, výstup 2; ak potom vstup 3, výstup 4

J: vstup 1 alebo 2, výstup 3

B: vstup 1, výstup 2; ak potom vstup 3, výstup 4; ak v¹ak na zaèiatku

vstup 3, tie¾ výstup 4

C: ako B

NOT:

(Mrave
 v
hádza zµava a vy
hádza vpravo, hore vstupná, dole výstupná

hodnota brány)

10



Vieme, ¾e ak je daný boolovský obvod a úloha s mo¾nými odpoveïami

áno, nie, rozhodnú», èi táto úloha spåòa daný obvod je P-úplný problém

(problém B).

Pre danú poèiatoènú (s koneèným nosièom) kon�gurá
iu mrie¾ky, po-

èiatoènú pozí
iu mrav
a a danú bunku � sa pýtame- nav¹tívi mrave
 �?

(problém P)

Preto¾e prípad B je pozitívny, práve vtedy, ak jeho obraz v P je pozi-

tívny, transformá
ia je reduk
ia z B na P, poèet riadkov v bráne je ohrani-

èený dvojnásobkom vý¹ky obvodu plus poètom krí¾ení (usporiadané dvoji
e

brán v riadku), teda 2H +W

2

H , kde H je vý¹ka a W ¹írka obvodu. Poèet

brán v riadku je nanajvý¹ W. Teda poèet buniek doprava je r = o(W

3

H).

Algoritmus, ktorý popisuje transformá
iu, vystaèí s logaritmi
kou pamä»ou

(pamätá si pozí
iu prekladaného symbolu a aktuálnu vý¹ku obvodu, èo sú

èísla ohranièené veµkos»ou vstupu a staèí na ni
h logaritmi
ká pamä» (bi-

nárny zápis)). Výstupom je zoznam súradní
 buniek v stave doprava, ktorý

je polynomiálny vzhµadom na veµkos» vstupu. Teda P je P-»a¾ký.

Dá sa ukáza», ¾e nerozhodnuteµnos» niektorý
h CA- problémov sa trans-

formá
iou dedí i na systém Langtonovho mrav
a a ¾e tento systém doká¾e

simulova» univerzálny Turingov stroj.

11



In-pla
e Merging

Tøídìní na místì

B.C. Huang, M.A. Langston

Referoval Tomá¹ Valla dne 13. 11. 2002

Zapisoval David Kronus

Problém: Mìjme v poli délky n dvì vzestupnì setøídìné posloupnosti.

Na¹ím úkolem je sestavit algoritmus, který slévá tyto dvì posloupnosti v

èase O(n) pouze s pou¾itím O(1) pomo
né pamìti. Slévání m rozumíme

spojení dvou setøídìný
h posloupností do jedné setøídìné.[℄

Nejprve si zavedu základní znaèení. Velkými písmeny budu oznaèovat

posloupnosti, tedy A, B jsou posloupnosti. Posloupnost C, která vznikne

konkatena
í posloupností A a B budu znaèit C = AB. Symbolem jAj budu

znaèit poèet prvkù posloupnosti A.

Uka¾me si jednodu
hý postup, který umo¾òuje prohodit dvì posloup-

nosti v lineárním èase. Mìjme tedy posloupnost A = LSP a 
h
eme proho-

dit L a P , aby výsledek byl PSL. Nutno poznamenat, ¾e podposloupnosti

L, S a P mohou mít rùznou délku. Algoritmus prohození bude následují
í:

1. Zr
adlovì obra» jednotlivé podposloupnosti L, S, P .

2. Zr
adlovì obra» 
elou posloupnost A.

Zr
adlové obrá
ení posloupnosti délky l doká¾eme udìlat jednodu¹e v èase

O(l). Staèí mít dva indexy do pole a jet jimi proti sobì od opaèný
h kon
ù

pole a prohazovat prvky. Èas je lineární a pomo
ná pamì» je O(1).[℄

Nyní se vrhnìme na konstruk
i algoritmu in-pla
e merge. Vstupem tedy

bude pole A, které se skládá z dvou podposloupností A

1

a A

2

. Délka jAj = n.

Pro prvotní algoritmus si zavedeme omezení na vlastnosti A, potom uká-

¾eme, jak se vypoøádat s obe
ným vstupem. Pøedpokládejme tedy:

1. n = l

2

, pro l = 2k (n je mo
nina sudého èísla)

2. jA

1

j = 
�

p

n, jA

2

j = d�

p

n (podposloupnosti jsou násobky odmo
niny

délky pole)

12



Algoritmus:

1. Rozdìl pole na

p

n blokù délky

p

n. První blok budu v dal¹ím postupu

nazývat bu�er.

2. Do bu�eru pøesuò

p

n nejvìt¹í
h prvkù (beru od kon
e dvou setøídì-

ný
h posloupností). Bu�er nemusí být setøídìný. Pùvodní prvky buf-

feru pøesunu na pozi
e, ze který
h jsem prvky do bu�eru dal. Tímto

prohozením jsem mohl vytvoøit maximálnì dva dal¹í bloky obsahu-

jí
í nejmen¹í prvky. Pro jednodu
host budu pøedpokládat, ¾e v¹e
hny

bloky v poli mají stejnou velikost (

p

n) a je ji
h

p

n.

3. Proveï Blo
ksort, tzn. setøiï bloky vzestupnì podle maximálního (po-

sledního) prvku. Pou¾ij tøídìní pøímým výbìrem. To obná¹í

p

n krokù,

ve který
h nejprve nalezni minimum z nejvý¹e

p

n prvkù a potom pøí-

padnì prohoï (pomo
í vý¹e popsaného postupu) minimální blok na

správné místo. Slo¾itost tohoto kroku je tedy nejvý¹e

p

n �

p

n = n.

4. Provádìj následují
í 
yklus:

(a) Oznaè A posloupnost zaèínají
í prvním blokem za bu�erem a

obsahují
í v¹e
hny bloky, které tvoøí setøídìnou posloupnost, tzn.

na hrani
i blokù v A nenastává pokles. Jako posloupnost B oznaè

blok bezprostøednì za A. Pokud takový blok neexistuje, 
yklus

konèí.

(b) Slévej A a B do bu�eru (a kdy¾ je plný, tak dále do A). Prvky

pøi pøesunu do bu�eru v¾dy prohazuj za prvek, na jeho¾ místo ho

dává¹. Prvky z A mají pøednost, tzn. pøi rovnosti prvkù z A a B

vezmi prvek z A. Skonèi, a¾ sleje¹ 
elé A. Jako bu�er budu nyní

brát blok délky

p

n za setøídìnou posloupností vzniklou sléváním.

5. Nyní jsme v situa
i, kdy za bu�erem je ji¾ setøí dìná posloupnost A.

Prohoï tedy A a bu�er. Bu�er dotøiï jakýmkoli zpùsobem.

Dùkaz korektnosti algoritmu: Je potøeba se podí vat na jeden prùbìh


yklu v kro
e 4. Platí následují
í invarianty:

1. A dojde pøi slévání døíve ne¾ B. To je proto, ¾e bloky jsou setøídìné

vzestupnì podle posledního prvku a prvkùm z A dávám pøednost.

2. V B v¾dy nì
o zbyde. To platí ze stejného dùvodu jako pøed
hozí

invariant.

13



3. Kon
ové prvky A a B po
házejí z rùzný
h (vstupní
h) posloupností,

proto¾e Blo
ksort za
hovává poøadí v posloupnoste
h.

Pro dokázání správnosti se staèí pøesvìdèit, ¾e poslední prvek posloup-

nosti vzniklé sléváním v kro
e k (v k-tém prù
hodu 
yklu v kro
e 4) je

men¹í ne¾ nejmen¹í prvek posloupnosti vzniklé v kro
e k + 1.

Oznaème si A

i

a B

i

posloupnosti slévané v kro
e i. Posloupnost vzniklou

sléváním v kro
e i oznaèím R

i

. Ne
h» poslední (nejvìt¹í) prvek R

k

je l a

první (nejmen¹í) prvek R

k+1

je f . Ch
i ukázat, ¾e l � f .

Ne
h» je f 2 A

k

. Rozli¹me dva pøípady:

� f 2 A

k+1

Proto¾e A

k+1

zaèíná úsekem, který zbyl z B

k

po slévání v

kro
e k, a prvky dal¹í
h blokù tvoøí
í
h A

k+1

(pokud nìjaké takové

jsou) musí vzestupnì navazovat, platí l � f .

� f 2 B

k+1

Pokud je blok B

k+1

ze stejné vstupní posloupnosti jako blok

B

k

, jistì l � f . V opaèném pøípadì podle invariantu 3 jsou kon
ové

prvky A

k

a B

k+1

ze stejné posloupnosti, a proto l � f .[℄

Na závìr je je¹tì potøeba podívat se na zobe
nìní algoritmu pro obe
ný

vstup, který nesplòuje na¹e spe
iální pøedpoklady:

1. Pokud n 6= l

2

, pak vezmeme vìt¹í bu�er, aby ostatní bloky mìli veli-

kost

p

n.

2. Pokud není hrani
e vstupní
h posloupností na hrani
i blokù, vytvoø

pro zarovnání men¹í blok pøed hrani
í a s jeho velikostí se vypoøádej

podle následují
ího návodu.

3. Pokud nám bìhem algoritmu vzniknou bloky jiné velikosti ne¾

p

n,

budu si je pamatovat a budu s nimi operovat podle jeji
h velikosti.

Typi
ky tì
hto blok�u bude relativnì málo.
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List Edge Coloring of Outerplanar Graphs

Hranové obarvení vnìj¹kovì rovinný
h grafù

Andrea Ha
kmann, Arnfried Kemnitz

Referoval Tomá¹ Valla dne 20. 11. 2002

Zapisoval Vlastimil Janda

f je dobré obarvení � f : V (G)!f1::kg a 8uv 2 E(G) : f(u) 6= f(v)

�(G) � minfk : f : V (G)! f1::kg je dobré g

f je L-obarvení � 1) 8v 2 V (G) : f(v) 2 L(v)

2) f je dobré

�0(G) � �(L(G)) (tj. pro L-obarvení)


h(G) � minfk : 8v 2 V (G)jejL(v)j � ka9 L-obarvení g - 
hoosability

j
h(G)j � j�(G)j

G je vnìj¹kovì rovinný � G je rovinný a 9 jeho nakreslení tak, ¾e 8

vr
holy jsou BÚNO na vnìj¹í stìnì

Vìta 1. 
h0(G) � �(G)

pro následují
í typy grafù platí dokon
e rovnost :

� bipartitní

� K

2l+1

� �(G) = 3 a �0(G) = 4

� rovinný, �(G) � 12

� regulární rovinný G

� vnìjskovì rov. G s �(G) � 5

Lemma 1. Vnìj¹kovì rovinný 2-souvislý G na p � 4 vr
hole
h obsahuje

aspoò 2 nesousední vr
holy stupnì 2 (9 u,v 2 V (G); uv 2 E(G) a degu =

degv = 2)

Dukaz

G = C

p

! triviálnì platí

jinak induk
í :

1) p = 4

p

15



2) p > 4, G 6= C

p

) �(G) � 3 ) 9i; j : (v

i

; v

j

) 2 E(G) )

9k; l : (v

k

; v

l

) 62 E(G)

q.e.d.

Lemma 2. G je VR, Æ(G) � 2, platí aspoò jedno z :

(a) 9 2 vr
holy stupnì 2 se spoleèným sousedem stupnì 4

(b) 9 vr
hol stupnì 2 se sousedem stupnì � 3

Dukaz

pozn. : struènì - staèí se podívat na graf bez artikula
í : má nìjaké vr
holy

stupnì 2,

kdyby mìly v¹e
hny za sousedy vr
holy s velkým stupnìm nedostávalo by se hran

16



pozn. k poznám
e - proto¾e ka¾dá taková hrana si vynutí vr
hol stupnì 2

atd. . .

- nakresli G vnìj¹kovì rovinnì

- zvol blok 2-souvislosti B t.¾. má max 1 artikula
i v (kdy¾ G je 2-

souvislý, v zvol libovolnì)

- V(D) = V(B) [ N(v)

E(D) = E(B) [ f uv: u2N(v) g

� 1) j V (B) j� 4

� 2) j V (B) j� 5 pokud d(j) � 3 nebo d(z) � 3) platí (b)

d(j) � 4 ^ d(z) � 4)

D

0

=

�

D � x; yz 2 E(D)

D � x+ yz; jinak

j V (D

0

) j=j V (D) j �1

� 1) G splòuje (a) ) 9 u

1

, u

2

= z,y, t.¾. deg(u

1

) = deg(u

2

) = 2 ; 9w 6=

y,z

� 2) v D platí (b)

{ �) D

0

= D � x+ yz, y; z 6= u; y; z 6= w

17



{ �) D

0

= D � x

� a) w 6= y; z �! platí poøád (b)

� b)w = y _ w = z po vrá
ení x mi platí (a)

d

D

(m) = d

D

(m) + 1 � d

D

(m) = 4

q.e.d.

Vìta 1

0

G je VR s �(G) � 5 =) 
h

0

(G) = �(G)

Dukaz

doká¾eme �

0

(G) = �(G)

pozn. plyne triviálnì z Lemma 2.

ne
h» G

0

je minimální protipøíklad

� �) Æ(G

0

) = 1, inkriminovaná hrana má jednu barvu do rezervy, tak¾e

bez ní je to taky protipøíklad

� �) Æ(G

0

) � 2, pak v¾dy 9e t.¾. G

0

� e lze obarvit �(G) barvami ! G

taky ! spor

q.e.d.
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Appli
ation of 
ombinatori
s to

stati
s-rigidity of grids

Aplika
e kombinatoriky ve statisti
ké

strnulosti møí¾ek

N. Radi
s, A. Re
ski

Referovala Ida ©vejdarová dne 27. 11. 2002

Zapisoval Vlastimil Janda

hrubý abstrakt: mrizka (obdelnikova, prip. s obe
nym "tvarem") 
ha-

rakterizovana mati
i 
isel (rota
i) - x

i

, y

j

, podle toho jak je s 
im hnuto

(posunuto), v mriz
e muzou byt ty
e (a kabely), ktere omezuji moznosti jak

s mrizkou hybat (jak volit rota
e x

i

, y

j

)

jsou tam jeste nejake linearni rovni
e, ktere jsou ke kazdemu ty
ku

mrizku, a davaji nam nejake vlastnosti jako trbea pro
 je ne
o a n
o neni

mozne, hnout zubem a podobne

pak je treba zajimavy kolik je treba pridat ty
i aby se to nemohlo hnout

(bylo to rigidni), a jak to souvisi s grafem poloh te
h ty
i, kterej je bipartitni

a jeho souvislost nebo nesouvislost nam dava jak to je s rigiditou

jde to jeste nejak formalizovat

tabulka (kolik je potøeba pøidat rùzný
h elementù do møí¾ky, aby se

stala rigidní)

bez dìr s dírami 1 p. (�x) 1 patrové 3D

diag. tyèe k+l-1 k+l+2 k+l+2 k+l+2

dlouhé tyèe k+l-1 k+l-2#dìr-1 k+l+2

diag. kabely 2 max(k; l) k+l-1

dlouhé kabely k+l k+l-2#dìr

19



obrázky :

plnou èarou jsou tyèe a èárkovanou jsou kabely
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A Steiner triple system

whi
h 
olours all 
ubi
 graphs

Barvení kubi
ký
h grafù

Steinerovými systémy

Mike Grannell, Terry Griggs,

Martin Knor, Martin ©koviera

Referoval J. Kára dne 8. 1. 2003

Zapisoval M. Pergel

De�ni
e 1 (jasný
h pojmù): O hranì fu; vg øekneme, ¾e je pøilehlá k

vr
holu u (resp.v), minorem grafu G je graf H vzniklý opera
í vyhození,

nebo kontrak
e hrany. Tyto pojmy by mìly být intuitivnì zøejmé, proto je

de�nujeme hned zkraje a jen takto neformálnì.

De�ni
e 2: Steinerovým systémem troji
 (STS) nazveme S = (X;M), kde

M �

�

X

3

�

a8

x;y2X

9!

m2M

, ¾e x 2 m ^ y 2 m.

Tvrzení 3: Existuje STS právì kdy¾ jX j � 1 nebo 3(mod 6).

Ke konstruování obarvení budeme potøebovat projektivní geometrie. Ty

obvykle znaèíme PG(n; k), nám v¹ak postaèí pøípad pro k = 2, které vyro-

bíme jako troji
e z dvouprvkového tìlesa Z

n+1

2

nf0 : : :0g. Troji
e vybíráme

tak, ¾e fa; b; 
g 2M () a+ b+ 
 = o.

Jako pøíklad mù¾eme uvést Fanovu rovinu, která je izomorfni PG(2; 2),

troji
i tvoøí napøíklad f0; 0; 1g; f1; 0; 1g; f1; 0; 0g.

Nyní se pustíme do barvení hran 3-regulární
h (tedy kubi
ký
h) grafù

pomo
í STS:

De�ni
e 4: Ne
h» S = (X;M) je STS, G = (V;E) kubi
ký graf. Pak S-

obarvení je zobrazení 
 : E ! X. Naví
 musí platit pro e; f 2 E; e \ f 6=

; ) 
(e) 6= 
(f) a obrazy ka¾dé troji
e hran, která sdílí spoleèný vr
hol,

musí tvoøit troji
i v M .

Pou¾ijeme jako faktù následují
í
h dvou vìt:

Vìta 5 (©koviera, Holroyd): Budi¾ G hranovì 2-souvislý kubi
ký mul-

tigraf bez smyèek. Pak jakýkoliv STS S øádu aspoò 3 obarví G.

Vìta 6: Ne
h» G je kubi
ký multigraf bez smyèek, S = PG(n; 2), pak G je

S-obarvitelný, pokud G nemá most (tedy je hranovì 2-souvislý).

Pozn.: Budeme-li nadále mluvit o 2-souvislosti, budeme tím myslet 2-

souvislost hranovou, nikoliv vr
holovou, jak tomu obvykle bývá.
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Na¹ím 
ílem bude ukázat následují
í:

Vìta 7: Existuje STS � takový, ¾e ka¾dý kubi
ký graf je � -obarvitelný.

Pozn.: � , které vyrobíme, bude na 381 vr
holu a neví se, zda existuje men¹í.

Vezmìme PG(6; 2), tedy Z

7

2

nf0; : : :0g. Tím získáme strukturu na 127

vr
hole
h. Stouto projektivní geometrií provedeme opera
i zvanou Pas
h

Swit
h:

Oznaèíme a

0

= 1101100, b

0

= 1001010, 


0

= 0100110, a

1

= 1101101,

b

1

= 1001011, 


1

= 0100111. Na této ¹esti
i le¾í (zkonstruk
e) ètyøi hy-

perhrany: fa

0

; b

0

; 


0

g, fa

0

; b

1

; 


1

g, fa

1

; b

0

; 


1

g, fa

1

; b

1

; 


0

g. Tyto hyperhrany

vymìníme za hyperhrany s vr
holy þopaèný
h\ indexù, tedy fa

1

; b

1

; 


1

g;

fa

1

; b

0

; 


0

g; fa

0

; b

1

; 


0

g; fa

0

; b

0

; 


1

g. Uvìdomme si, ¾e vlastnost, ¾e ka¾dá dvo-

ji
e je v právì jedné troji
i zùstane za
hována! Teï tuto konstruk
i (oznaème

ji Z) þznásobíme\, tedy vezmeme tøi kopie této konstruk
e, oznaèíme je

Z;Z

0

; Z

00

, jeji
h prvky buïte a

0

; a

1

; a

2

: : :, a

0

0

; a

0

1

; a

0

2

; : : : a a

00

0

; a

00

1

; a

00

2

: : :. Do

této ztrojnásobené konstruk
e pøidáme v¹e
hny troji
e fa

i

; a

0

i

; a

00

i

g pro ka¾dé

i a ka¾dou troji
i tvaru fa

i

; a

0

j

; a

00

k

g, kde fa

i

; a

j

; a

k

g je hyperhrana v kon-

struk
i Z.

Tím vznikla konstruk
e na 381 vr
holu, zbývá dokázat, ¾e þudìlá 
o


h
eme\.

Postupovat budeme barvením B { jednotlivý
h komponent (hranové)

2-souvislosti grafuG. Vzniklá obarvení nalepíme a získáme obarvení 
elého

grafu. Jeliko¾ G je 3-regulární, jsou dvì mo¾nosti, jak mù¾e B vypadat:

1. B neobsahuje podrozdìlení K

4

, nebo

2. B obsahuje podrozdìlení K

4

.

De�ni
e 8: Grafùm, které neobsahují podrozdìlení K

4

øíkáme sériovì-

paralelní.

Fakt: Sériovì paralelní grafy lze o
harakterizovat tak, ¾e jsou to právì

grafy, které lze zkonstruovat z K

2

opakovaným podrozdìlováním hran, nebo

pøidáváním hran paralelní
h (tj. ji¾ vedou
í hranu zdvojíme). Opera
e pøi-

dání paralelní hrany nám vyrobí multigraf, 
o¾ nám ale s ohledem na to, ¾e

vìty, které budeme pou¾ívat, platí pro multigrafy, nevadí.

My budeme 
htít grafy ve Faktu popsanými opera
emi rozebírat, tj. bu-

deme naopak kontrahovat hrany okolo vr
holù stupnì 2, resp. ubírat hrany

paralelní. V¹imnìme si, ¾e pro 3-regulární 2-souvislé grafy lze uvedené dvì

opera
e nahradit opera
í kontrak
e 
yklu se dvìma vr
holy stupnì 3 na

jediný vr
hol (ozn. jako opera
i SP).

Nyní postupujeme pro první pøípad, tedy bez podrozdìlení K

4

. Pak

platí, ¾e v sériovì paralelním grafu bez podrozdìlení K

4

existují na kru¾ni
i

buïto dva vr
holy stupnì 3, nebo ¾ádný. Jeden být nemù¾e, proto¾e pak
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by
hom mìli v hranovì dvojsouvislém grafu most, ví
e ne¾ dva by impliko-

valy podrozdìlení K

4

, které pøedpokládáme, ¾e zkoumaný graf neobsahuje.

Lemma 9: Dvojsouvislý sériovì paralelní graf s maximálním stupnìm nej-

vý¹e 3 je hranovì 3-obarvitelný.

Dùkaz: Induk
í: Kru¾ni
i hranovì obarvíme tøemi barvami snadno. Dále

pou¾ijeme opera
i SP, tedy kontrahujeme kru¾ni
i do vr
holu, obarvíme (z

indukèního pøedpokladu) aposléze dobarvíme kru¾ni
i (je tøeba rozebrat 3

mo¾nosti, tedy jsou-li mezi tìmi dvìma vr
holy obì 
esty sudé délky, obì

li
hé délky, nebo jedna sudé, druhá li
hé { pro pøípad obou 
est sudé délky

barvíme (pøi
hází-li do kru¾ni
e barva a a od
hází b) jednu 
estu støídavì

barvami 
 a a, druhou pak b, 
, ostatní jsou podobné a té¾ velmi snadné).

De�ni
e 10: G je témìø kubi
ký (dále jen TK), pokud má jen vr
holy

stupnì 1 nebo 3.

G

#

oznaèíme pro G TK G bez vr
holù stupnì 1, tedy G indukovaný na

vr
hole
h stupnì 3.

Lemma 11: Ne
h»G je souvislý grafG

1

oznaème minorG vzniklý kontrak
í

hran pøilehlý
h k vr
holùm stupnì 2, je-li G

#

1

2-souvislý a obsahuje podroz-

dìlení K

4

, pak G je 3-obarvitelný tak, ¾e mosty dostanou jednu spe
i�
kou

barvu z.

Dùkaz: H = G

#

po kontrak
i vr
holù stupnì 2 (mù¾e být multigraf). Ten

lze podle vìty5 obarvit i Fanovou rovinou. Tím dostaneme �

1

: : : Q-obarvení

H . Pokud jsme ¾ádný vr
hol stupnì 2 nekontrahovali, je obarveno. Jinak

vlo¾íme kontrahované vr
holy zpátky, ka¾dou z novì vzniklý
h (podrozdìle-

ný
h) hran obarvíme tak, jak byla obarvena pùvodní podrozdìlovaná hrana

v grafu H . Tak získáme nekorektní obarvení �

2

. Vr
holy vzniklé podroz-

dìlováním oznaème v

1

: : : v

k

. V pøípadì, ¾e k je li
hé, pou¾ijeme toho, ¾e

G obsahuje podrozdìlení K

4

. V tom pøípadì vezmìme x { vr
hol, který je

spoleèným vr
holem nìjaký
h tøí kru¾ni
 oné podrozdìlené K

4

a oznaème

jej v

k+1

. Vr
holy v

1

: : : v

k

(pøípadnì a¾ v

k+1

) spárujeme. Tak vznikne d

k

2

e

párù. Cesty mezi vr
holy tì
h párù oznaème L

1

: : : L

d

k

2

e

. V dal¹ím textu

pou¾ijeme znaèku




P

(e) =

(

1, pro e le¾í
í na 
estì P ,

0, jinak.

Nyní vyrobíme obarvení �

3

takto:

�

3

(e) = �

2

(e) +

0

�

d

k

2

e

X

i=1




L

i

(e)

1

A

� z; �

3

(mosty) = z:
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Jeliko¾ poèítáme s vektory modulo 2, zmìní se mezi obarveními �

2

a �

3

toto: Nìkterým hranám se barva zvý¹í o z, ostatním zùstane. Toto obarvení

bude þskoro dobré\, tedy bude dobré pro v¹e
hny vr
holy v

k

, které jsme

þdekontrahovali\ pøi rekonstruk
i grafu G zgrafu H , proto¾e tìmto se oz

zvý¹í barva jedné sousední hrany. Barvou z utého¾ vr
holu bude obarvena

hrana vedou
í ksousedí
ímu vr
holu stupnì 1 (jeho¾ existen
e plyne ztoho,

¾e G byl TK a toho, jak jsme vyrábìli graf H a zpìt z nìj rekonstruujeme

graf G). K tomuto zvý¹ení u právì jedné pøiléhají
í hrany dojde proto, ¾e


esty fv

i

! v

j

g, na ni
h¾ v

k

nele¾í, do výpoètu nového obarvení k nìmu

pøiléhají
í
h hran nezasáhnou, 
esty, na ni
h¾ v

k

le¾í, ale není krajním bo-

dem, zmìní hodnotu obou pøiléhají
í
h hran a právì jedna 
esta, jí¾ je v

k

krajním bodem, zmìní obarvení právì jedné pøiléhají
í hrany. Uvìdomme

si, ¾e teï u¾ máme (ze stejného dùvodu dobøe obarvené i v¹e
hny vr
holy,

které mìly v H stupeò 3 kromì x v pøípadì, ¾e jsme z nìj udìlali vr
hol

v

k+1

.

V této 
hvíli vidíme, ¾e byl-li þdekontrahován\ sudý poèet vr
holù (ro-

zumìj v posloupnosti v

1

: : : v

k

bylo k sudé), máme zadaný graf G korektnì

obarvený a to napøíklad tak, ¾e graf H obarvíme Fanovou rovinou, tedy

vektory pøiøazené jednotlivým hranám budou tvaru (a

1

; a

2

; a

3

; 0; 0; 0; 0),

barva z bude (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1). Problém nastává, zmìní-li se nám ne¾á-

dou
nì barva li
hého poètu hran pøiléhají
í
h k x. Pro tento pøípad budeme

vyrábìt obarvení �

4

s vyu¾itím toho, ¾e x je spoleèným vr
holem kru¾ni





A

; 


B

a 


C

. Obarvení �

3

vytvoøilo barvy tvaru (a

1

; a

2

; a

3

; 0; 0; 0; a

4

). Spe-


iálnì barvy pøidìlené hranám pøiléhají
ím k x oznaème:

(p

1

; p

2

; p

3

; 0; 0; 0; p

4

);

(q

1

; q

2

; q

3

; 0; 0; 0; q

4

);

(r

1

; r

2

; r

3

; 0; 0; 0; r

4

):

Víme, ¾e p

4

+ q

4

+ r

4

= 1. Pro výrobu obarvení �

4

budeme oznaèíme tyto

tøi vektory:

p = (q

1

+ 1; q

2

; q

3

; 0; 0; 1; 0);

q = (p

1

+ 1; p

2

+ 1; p

3

; 0; 1; 0; 0);

r = (0; 0; 0; 1; 0; 0; 0):

Samotné obarvení de�nujeme takto:

�

4

(e) = �

3

(e) + 


A

(e) � p+ 


B

(e) � q + 


C

(e) � r
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Toto obarvení udìlá pøesnì to, 
o 
h
eme, proto¾e pro vr
hol le¾í
í na jedné

nebo dvou kru¾ni
í
h, který u¾ byl dobøe obarven k právì dvìma hranám

pøiète stejnou konstantu, která se, jeliko¾ poèítáme stále modulo 2, zru¹í.

O vr
holy, které byly dobøe obarveny tedy je dobøe postaráno i tentokrát,

zbývá ovìøit, 
o se stane u vr
holu x, kvùli kterému jsme obarvení �

4

vyrá-

bìli. Tam snadno numeri
kým výpoètem zjistíme, ¾e barvy pøilehlý
h hran

se zmìní takto:

(p

1

; p

2

; p

3

; 0; 0; 0; p

4

)! (1; 1; 0; 1; 1; 0; p

4

);

(q

1

; q

2

; q

3

; 0; 0; 0; q

4

)! (1; 1; 0; 1; 1; 0; q

4

);

(r

1

; r

2

; r

3

; 0; 0; 0; r

4

)! (0; 1; 0; 0; 1; 1; r

4

):

Jeliko¾ víme, ¾e p

4

+q

4

+r

4

= 1, tak troji
e barev okolo vr
holu x zjevnì vy-

tvoøí ve Steinerovì systému troji
, kterým barvíme, troji
i vzniklou opera
í

Pas
h swit
he.

Shrnutí: Zbývá dokázat vìtu 7, 
o¾ udìláme tak, ¾e graf G rozdìlíme na

komponenty 2-souvislosti, které buïto nebudou obsahovat podrozdìleníK

4

,

pak je obarvíme podle lemmatu 9 tøemi barvami z, z

0

a z

00

(proto jsme museli

konstruk
i projektivní geometrie ze Z

7

2

trojnásobit, v¹imnìte si, ¾e obarvení

bude korektní) a mosty z ni
h vedou
í dobarvíme zbývají
í tøetí barvou

(3-regularita). Pokud dotyèné komponenty dvojsouvislosti podrozdìlení K

4

obsahují, pak k dané komponentì pøidáme i v¹e
hny mosty s ní sousedí
í a

postupujeme podle lemmatu 11. Dùle¾ité je, ¾e mezi ¾ádnými dvìma kom-

ponentami 2-souvislosti nevede ví
e ne¾ jedna (hranovì disjunktní) 
esta

(proto¾e jsou to komponenty hranové 2-souvislosti), budou nám tudí¾ jed-

notlivé komponenty (po kontrak
i do jednoho vr
holu) tvoøit strom, který

budeme stavìt lepením listù jak budeme postupnì barvit jednotlivé kom-

ponenty dvojsouvislosti. Strom nám bude urèovat, kterou tøetinu barví
ího

systému pro pøíslu¹nou komponentu máme pou¾ít (obsahuje-li podrozdìlení

K

4

), pøípadnì jak zapermutovat barvy z, z

0

a z

00

.

Nyní, kdy¾ u¾ máme obarveno, na úplný závìr poznamenejme, ¾e není

známo, zda tato konstruk
e je optimální, nebo ne. To je nejspí¹ stále pøed-

mìtem výzkumu.
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The Maximum Number of Edges in a

Three-Dimensional Grid-Drawing

Maximální poèet hran

v 3D nakreslení grafu

P. Bose, J. Czyzowi
z, P. Morin, D. R. Wood

Referoval David ©tìrba dne 4. 12. 2002

Zapisoval David ©tìrba

Tøídimenzionální nakreslení grafu do møí¾ky (grid-drawing):

Vr
holy: jsou umístìny v bode
h Z

3

Hrany: úseèky spojují
í 2 vr
holy (jako kon
ové body) a neprotínají
í jiné

vr
holy; dvì hrany mají spoleèné nejvý¹e kon
ové body

Bounding box 3D-nakreslení grafu je kvádr, s hranami rovnobì¾nými s osami,

který obsahuje nakreslení grafu (zøejmì nejmen¹í takový).

X � Y �Z grid-drawing rozumíme 3D-nakreslení, takové, ¾e bounding box

obsahuje hrany a X, Y a Z møí¾ový
h bodù (ve smìru ka¾dé z os).

Objem 3D-nakreslení je poèet møí¾ový
h bodù v bounding boxu. Objem

X � Y � Z-nakreslení je XYZ. (Tedy i 2D-nakreslení grafu mají kladný

objem.)

Ka¾dý simple graf má 3D-nakreslení, my se budeme zabývat nakresleními s

malým objemem.

Vìta 1 (v dimenzi 3)

Maximální poèet hran møí¾ového nakreslení X � Y � Z je právì

(2X � 1)(2Y � 1)(2Z � 1)�XY Z:

Dùkaz

Uva¾ujme X �Y �Z møí¾ové nakreslení grafu G s n vr
holy a m hranami.

Ne
h» P = f(x; y; z) : (x; y; z) 2 BBox(G) ^ 2x; 2y; 2z 2 Ng.

Je zøejmé, ¾e jP j = (2X � 1)(2Y � 1)(2Z � 1). Støed ka¾dé hrany v G je

v P a ¾ádné dvì hrany nemají spoleèný støed. Tedy m � jP j. Naví
, støed

hrany neprotíná vr
hol.

Tedy m � jP j � n.
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Nakreslení s maximálním poètem hran je takové, ¾e ¾ádná hrana nepro
hází

møí¾ovým bodem, jinak rozdìlíme hranu na dvì a pøidáme do bodu vr
hol.

Tedy n = XY Z a m � jP j �XY Z.

Konstruk
e

v ka¾dé jednotkové kry
hli natáhneme tyto hrany:

1) úseèky podél hran

2) diagonální úseèky na stìná
h

3) tìlesová-diagonální úseèka

Snadno nahlédneme, ¾e poèet souhlasí, proto¾e ke ka¾dé takové úseè
e pøi-

øadíme jeden bod z P n Z, který pro
hází støedem. �

Vìta 2 (v dimenzi d)

Ne
h» B � R

d

je konvexní mno¾ina. Ne
h» S = B\Z

d

je mno¾ina møí¾ový
h

bodù v B. Maximální poèet hran v møí¾ovém nakreslení lomenou èarou s

bounding boxem B je jenvý¹e (2

d

� 1)jSj.

Jestli¾e B = X

1

� : : :�X

d

møí¾ový kvádr, potom maximální poèet hran je

právì

d

Y

i=1

(2X

i

� 1)�

d

Y

i=1

X

i

:

Dùkaz

De�nujeme podobnì P = fx 2 B : 2x 2 Z

d

g. Uva¾me nakreslení do møí¾e

lomenou èarou s bounding boxem B. Støed ka¾dé hrany le¾í v P a ¾ádné dvì

hrany nemají spoleèný støed. V nakreslení s maximálním poètem hran ne-

pro
hází ¾ádná hrana møí¾ovým bodem, jinak hranu v tomto bodì rozdìlíme

a pøidáme nový vr
hol. Tedy poèet hran je nejvý¹e jP j � jSj � (2

d

� 1)jSj.

Jestli¾e B je X

1

� : : :�X

d

møí¾ový kvádr, potom jP j � jSj =

Q

d

i=1

(2X

i

�

1)�

Q

d

i=1

X

i

.

Konstruk
e:

Ka¾dé jednotkové hyperkri
hli dimenze d

0

, kde 1 � d

0

� d, je jednoznaènì

pøiøazen jeden bod x 2 jP j n jSj. Bod x je støedem takové úseèky, která

spojuje protilehlé vr
holy v hyperkry
hli. Hrany se protínají pouze v møí¾o-

vý
h bode
h, proto¾e jednotkové hyperkry
hle

d

se protínají podél hrani
e.

Ka¾dý bod z P je buï vr
hol nebo støed úseèky, tedy poèet hran je pøesnì

jP j � jSj. �
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