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Self-complementary circulant graphs

Samodoplitkové ,,otaceci” grafy
B. Alspach, J. Morris

Referoval Martin Pergel dne 16. 10.2002 a 23. 10. 2002
Zapisoval Karel Karlik

Definice: Graf G na n vrcholech je samodoplitkovy, jestlize je isomorfni
svému doplhku: G = G.

Budeme se zabyvat regularnimi grafy.

Tvrzeni: G je reguldrni samodoplitkovy graf = |V(G)| = 4k + 1

Diikaz: 1) |E(G)| = |E(Q)| a |E(G)| + |E(G)| = pocet vSech hran na
K, =) =22 o | B(G)) = "2 = budto 4|n nebo 4|(n — 1) (tedy
n = 0(mod 4) nebo n = 1(mod 4)).

2) deg(@) = deg(G) = deg(G) = 25 = n je liché.

3) dohromady n = 1(mod 4), tj. n = |V(G)| = 4k + 1 pro n&jaké k € Ny.

Definice: G je circulant, jestlize 3S C {1,..,n -1} : G = (V,E) =
({v1, v}, {{vi,v;}|(i — j mod n) € S nebo (j —i mod n) € S}. S se
nazyvé symbol grafu.

Pozorovani:

- Do S staci davat cisla do | 4] (staci piisluSné hrany obratit).

- Circulant grafy lze libovolné ,otacet” (isomorfismy).

Véta: 3G (SC C) na n vrcholech = (Vp z faktorizace n) p je tvaru

4k + 1.

Duikaz: ”<” matematickou indukei podle slozitosti faktorizace n.

1) n je prvodislo ... existuje téleso Z,; vytvorime circulant graf na vr-
cholech 0,1,...n — 1 se signaturou S = {kvadratické zbytky Z,} = {z €
Zn|3y € Z,, : © = y*(mod n)}. Protoze prvocislo n = 4k + 1, je —1 kvadra-
ticky zbytek a k. zbytkd je v Z,, polovina (s nulou %

G je circulant z konstrukce; SC je napiiklad diky isomorfismu G' — G :
v; > Vg Pro néjaké a ¢ S: [ délky” hran se zméni z kvadratickych zbytka
na nezbytky a naopak (k. zbytkd je jenom polovina).

2) n = p.¢; mame SCC graf G na p vrcholech se signaturou Sg a SCC
graf H na ¢ vrcholech se signaturou Sg; véncovym soucinem sestrojime

SCC graf GEH



Sestrojime p kopii G(Go, ...Gp—1); mezi G; a G; ddme K (p,p) = {v;,v;} €

V rdmci G je stupen deg(G) = ”2;1, mezi spojenymi G;,G; pribude p;
celkovy stupei se tedy zachova spravné "T_l + pqg—l = p_l‘;pq_p = pq2—1‘

Samodoplikovost: v ramci G jasna, doplnit podle isomorfismu na H.
G¢H = GEH.

Circulant: pfedislujeme vrcholy po sloupcich zleva dola (v; v G; dostane
¢islo i+ j). Symbol GEH bude Sger = ¢.Sq UUL_, (k.q+ Sk). Pro kazdou
hranu najdeme posunutou hranu z kazdého vrcholu, protoze G i H jsou
circulant grafy.

=" budeme uvazovat minimdalni protiptiklad a ukazeme, Ze existuje
mensi protipfiklad (sporem).

Definice: Permuta¢ni grupa G na Q je tranzitivni = (Va, § € Q)(3g €
G) : g(a) = B a je dvojité tranzitivni = (Va, 5,7,0 € Q,(a =) = (8 =
0))(3g € G) : g(a) = f&g(y) = o.

Definice: Bud G permuta¢ni grupa na Q. B C Q je blok G = (Vg €
G)(g(B) = BV g(B)N B =

Pozorovani: V tranzitivnich grupach plati Vd G na  budto nemd bloky
velikosti d, nebo bloky velikosti d tvoii disjunktni rozklad  (plny systém
bloki).

Definice: (), Q, {a} jsou trividlni bloky. Ostatni jsou netrividlni. Grupa
G se nazyva primitivni, ma-li pouze trividlni bloky, jinak se nazyva nepri-
mitivni.

Definice: Bud G konetnd grupa. Jestlize kazda primitivni grupa H,
kterd obsahuje G' = regularni reprezentaci G jako tranzitivni podgrupu, je
dvojité tranzitivni, pak se G nazyva Burnsideova grupa.

Definice: Regularni reprezentace grupy G je grupa permutaci g* : g*(z) =
zg (nebo g*(z) = g 'x) pro viechna g € G.

Pozorovani: G’ je tranzitivni podgrupa dvojité tranzitivni grupy =
sama je dvojité tranzitivni.

Véta: (1) cyklické grupy slozeného fadu jsou Burnsideovy.

(2) G neprimitivni s bloky By, ..., B, G = pisobeni G na bloky B;, G
neprimitivni s bloky C1,...,Cy = G neprimitivni s bloky Bj,..., By, které
odpovidaji blokim Cj.



(3) n slozené = pro netrivialni circulant graf na n vrcholech je Aut(G)
neprimitivni.

Lemma: n neni prvoéislo, G je circulant na vrcholech 1,...n, Aut(G)
pusobi neprimitivné na Vi a vytvari bloky B; délky d = d déli |[V(G)| &
B; = {v;|j = i(mod%)}.

Dtikaz: Vezmi blok velikosti d; 3 tplny rozklad na bloky velikosti d; po
precislovani vrcholi je p = (n,1,...,n—1) € Aut(1,...,n) (,otoceni” grafu
o 1 vrchol ,zpatky”) mizeme sklddat, takze mizeme G libovolné ,otacet”.

Kdyby bloky nebyly pravidelné (tvaru ze znéni lemma), dostali bychom
po nékterém otoceni permutaci, kterd zobrazi néktery vrchol bloku zpatky
do bloku a jiny ven z bloku, coz je spor s definici bloku (napiiklad zkusime
zobrazit ,nejkratsi” hranu bloku na ,nejdelsi”).

Nyni uz prejdeme k samotnému ditkazu ”=". To je tvrzeni: je-li G sa-
modoplikovy circulant graf na n vrcholech, je kazdé prvocislo z faktorizace
n tvaru 4k + 1. Méjme minimélni protipiiklad G.

Podle tvrzeni 1 n = 1(mod 4), jinak na n vrcholech nevytvorime circu-
lant graf.

n je slozené (jinak kazdé prvocislo z faktorizace n je uz n samo).

Ve faktorizaci n je sudy pocet (nemusi byt rizné) prvocisel tvaru 4k + 3
(n liché = 2 tam neni; kdyby jich bylo liSe, bylo by n = —1 = 3(mod4)).

G je circulant, samodoplikovy a netrividlni (ze slozenosti n plyne n >
1). Proto podle véty 2.3 je Aut(G) neprimitivni s Gplnym systémem bloka
By,...,Bz_1.

Kdyz pro B; C V(@) oznatime G[B;] graf indukovany B; na G, pak
podle lemma je (VB;, B;)(G[B;] = G[Bj]).

Méme (ze samodopliikovosti) isomorfismus 7 : G ~ G. 7% zobrazuje
hrany na hrany a nehrany na nehrany, takze je to automorfismus rotujici o
2k blokt a protoze pocet bloki je lichy, musi « byt rotace o k bloki, coz
po sloZeni s néjakou mocninou p dava samodoplitkovost vsech G[B;]. Diky
volbé pravidelnych B; a tomu, Ze G je circulant, jsou i G[B;] circulant grafy.

Zobrazeni p rotuje (postupné vSechny) bloky, takze faktorgrupa Agt(\G)
(na {By,...,Bx=_1}) obsahuje reguldrni reprezentaci cyklické grupy radu
. o

Kdyby Aut(G) byla neprimitivni, mizeme pomoci véty 2.2 jeji bloky
slucovat do vétsich, takze miizeme BUNO piedpokladat, ze AZI;(\G) je pri-
mitivni.



G je minimalni protiptiklad = G[B;] protipiiklady nejsou = |V (G[B;]| =
4k; + 1. Prvocisla tvaru 4k + 3 se tedy do rozkladu n musela dostat z poc¢tu
bloki, tj. 4. Jelikoz pocet téchto prvocisel je sudy, je 4 cislo slozené.

Protoze mdme cyklickou grupu H (s generdtorem p) slozeného fadu %,
kt/eré\je podle véty 1.1 Burnsideova, a mame r@l@rni reprezentaci H v

Aut(G), je podle definice Burnsideovych grup Aut(G) budto neprimitivni
(coz je spor s BUNO piedpokladem) nebo dvojité tranzitivni.

G je circulant graf = mezi kazdymi dvéma bloky vede stejné hran.

G je samodoplikovy = mezi kazdymi dvéma bloky vede stejné hran v
Givd.

Hran mezi dvéma bloky v G a G dohromady je d?, coz je liché ¢islo,
ale podle pfedchoziho to mé byt sudé c¢islo = spor. Tim jsme vyvratili
predpoklad existence prvocisla tvaru 4k + 3 v rozkladu n [].

Konec jinak: bud 7 isomorfismus G a G, (a,b) € Eg, m(a) = ¢, w(b) = d,
takze (c,d) € Eg. Potom diky dvojité tranzitivits Aut(G) existuje auto-
morfismus a € Aut(G) takovy, ze a(a) = ¢, a(b) = d, takZe (¢,d) € Eg, coZ
je spor (hrana je soucasné v grafu i jeho dopliku).



Complexity of Langton’s ant

Zlozitost Langtonovho mravca
A. Gajardo, A.Moreira, E.Goles

Referoval Tomas Vyskocil dne 6.11. 2002
Zapisovala Mirka Sotakova

Uvod

Langtonov mravec je systém definovany na dvojrozmernej mriezke. Kazda
bunka sa nachadza v jednom z dvoch stavov, chod vlavo alebo chod vpravo.
Mravec je $ipkou meniacou smer pri prechode bunkou, vzhladom na svoj
aktualny smer. Stav bunky sa po prechode mravca meni. Mozno sa nan tiez
divat ako na celularny automat alebo na hlavu dvojrozmerného Turingovho
stroja. Zda sa, Ze pri $tarte z lubovolnej pociato¢nej konfiguracie vytvori po
kone¢nom pocte krokov periodick dialnicu.

Trosicku z tedrie zlozZitosti

Rozhodovaci problém je problém, ktorého rieSenie pre dany pripad je
ano alebo nie. Problém je rozhodnutelnyj, ak existuje algoritmus, ktory na
tito otdzku spravne odpovie po koneénom case. Rozhodnutelné problémy
st zaradené do tzv tried zloZitosti. Trieda P pozostava z problémov rieSitel-
nych v polynomialnom ¢ase. Problém, na ktory mozno redukovat lubovolny
problém z P sa nazyva P-fazky, ked je navySe z P, je P-uplng. Problém A
je redukovatelny na problém B (tiez B redukuje A), ak existuje funkcia R
pracujica s logaritmickou pamitou vzhladom na velkost vstupu taka, ze x
je pozitivny pripad A préve vtedy, ak R(x) je p.p- B.

Hovorime, ze systém je wuniverzdlny, ak dokdZe simulovat univerzalny
Turingov stroj.

Poznamocka: Boolovsky obvod je orientovany acyklicky graf s postup-
nostou vstupnych uzlov (s nulovym vstupnym stupiiom) ohodnotenych pre-
mennymi alebo boolovskymi konStantami a postupnostou vystupnych uz-
lov, v ktorom kazdy iny uzol predstavuje boolovsky operétor. Jeho velkost
je pocet jeho uzlov (operatorové uzly - tiez logické brany).

Predchadzajice vysledky
Ohladom spravania sa mravca je ich pomerne malo.



Trajektéria mravca je neohranicend (nemd kone¢ny diameter).

Mnozina buniek, navstivenych nekonecéne vela krét, nemé rohy (roh mno-
Ziny je bunka, ktorej aspon 2 susedné neprotilahlé bunky nelezia v danej
mnozine). (Poznamka na okraj: Ono sa vlastne predpokladd, Zze tdto mno-
Zina je préazdna.)

Domnienka: Pre lubovolnt poc¢iato¢ni konfiguraciu s kone¢nym nosi¢om
(pocet policok jednej z farieb je koneény) postavi mravec periodicka dialnicu
v nejakom smere.

Vysledky

Clanok sa zaobers konstrukciou boolovskych obvodov, kde vstupné pre-
menné su stavy urcitych buniek, vypocet prebieha po trajektdérii mravca a
vystupom st opit stavy uréitych buniek. Prvym dosledkom je dolné ohra-
nicenie zlozitosti systému:

Ezistuje problém (navstivi mravec dani bunku?), ktory redukuje P-iplny
problém (vygpocet boolovského obvodu), teda je P-tazky.

Na druhej strane, tato konsStrukcia povoli simulédciu akéhokolvek line-
arneho celuldrneho automatu pre konfiguracie kde v danom case ddjde k
zmene stavu konecného poctu buniek. To mé dva doésledky:

Systém dokdZe simulovat univerzalny Turingov stroj.
Existuje nerozhodnutelny problém spojeny so sprdvanim mravca.

Konstrukcia obvodov

Ukézeme, ako pre dany boolovsky obvod postavit konfiguraciu, pre ktora
vstupné premenné st reprezentované stavmi urcitych buniek, vypocet pre-
bieha po trajektorii mravca a je zapisany do vopred urcenych buniek. Pre-
bieha zhora nadol a nech prebieha zlava doprava. Na vrchu brany je niekolko
vstupnych buniek, dole niekolko vystupnych. Na zaiatku budia vsetky vy-
stupy v stave dolava (false). Mravec vojde do brény zlava a opusti ju idic
doprava, pri¢om vnatri sa pohybuje po trajektoérii danej vstupmi (v stlade
s funkciou, ktortd brana reprezentuje). Na vypocet umiestnime vstupy do
buniek na vrchu konfiguricie a pre za sebou nasledujtice Grovne vypoctu
prechddzajme po riadkoch logické brany zhora nadol. Pri prechode posled-
nym riadkom, stav poslednej vystupnej bunky je vysledkom obvodu pre
dany vstup. Pri prechode medzi riadkami musime zostrojit pravo-Tavé ver-
zie bran a tym povolit striedavo menit smer prechodu jednotlivych riadkov.
Pouzijeme brany, ktoré umoznia robit nasledujice operacie s bunkami - not
(out=-in), duplicate (outl=in, out2=in), cross (outl=inl, out2=in2), copy



(out=in). Napr. not- ak vstupnd bunka je dolava (false), mravec navstivi
vystupnid a zmeni jej stav na doprava (true) a branu opusti, inak ju opusti
hned. Ukazme ako tieto brany vnorit do mriezky, po ktorej chodi mravec.

% ﬁﬁ

Popis obrazku (zlava, oznacenie vstupov a vystupov idic v smere hodi-
novych ruéiciek po stranich stvorca (zaciatok vlavo dole)):
1.3,2,4,1

2.1,3,2
3.4,1,3,2
4.3,1,4,2

? ?

Popisme ako pracuju tri typy ”krizeni” (crossings, A, B, C) a jeden typ
”spojenie” (junction, J).

A: vstup 1, vystup 2; ak potom vstup 3, vystup 4

J: vstup 1 alebo 2, vystup 3

B: vstup 1, vystup 2; ak potom vstup 3, vystup 4; ak vSak na zaciatku
vstup 3, tiez vystup 4

C: ako B

NOT:

m

(Mravec vchadza zlava a vychadza vpravo, hore vstupnd, dole vystupna
hodnota brany)
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Vieme, ze ak je dany boolovsky obvod a tiloha s moznymi odpovedami
4no, nie, rozhodnit, ¢ této tloha splia dany obvod je P-Gplny problém
(problém B).

Pre dant pociato¢ni (s konefnym nosi¢om) konfigurdciu mriezky, po-
¢iato€nu poziciu mravca a dand bunku a sa pytame- navstivi mravec a?
(problém P)

Pretoze pripad B je pozitivny, prave vtedy, ak jeho obraz v P je pozi-
tivny, transformadcia je redukcia z B na P, pocet riadkov v brane je ohrani-
Ceny dvojnasobkom vysky obvodu plus poc¢tom kriZzeni (usporiadané dvojice
bran v riadku), teda 2H + W2H, kde H je vyska a W $irka obvodu. Pocet
bran v riadku je nanajvys W. Teda pocet buniek doprava je r = o(W3H).
Algoritmus, ktory popisuje transforméciu, vystaci s logaritmickou pamétou
(pamitd si poziciu prekladaného symbolu a aktuédlnu vysku obvodu, ¢o st
¢isla ohranicené velkostou vstupu a staci na nich logaritmickd pamit (bi-
narny zapis)). Vystupom je zoznam suradnic buniek v stave doprava, ktory
je polynomidlny vzhladom na velkost vstupu. Teda P je P-tfazky.

Da sa ukézat, ze nerozhodnutelnost niektorych CA- problémov sa trans-
formaciou dedi i na systém Langtonovho mravca a ze tento systém dokaze
simulovat univerzalny Turingov stroj.
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In-place Merging
Tridéni na misté
B.C. Huang, M.A. Langston

Referoval Tomas Valla dne 13.11. 2002
Zapisoval David Kronus

Problém: Méjme v poli délky n dvé vzestupné setiidéné posloupnosti.
Nasim ukolem je sestavit algoritmus, ktery slévd tyto dvé posloupnosti v
¢ase O(n) pouze s pouzitim O(1) pomocné paméti. Slévani m rozumime
spojeni dvou setfidénych posloupnosti do jedné setfidéné.[]

Nejprve si zavedu zdkladni znaceni. Velkymi pismeny budu oznacovat
posloupnosti, tedy A, B jsou posloupnosti. Posloupnost C, ktera vznikne
konkatenaci posloupnosti A a B budu znacit C = AB. Symbolem |A| budu
znacit pocet prvkid posloupnosti A.

Ukazme si jednoduchy postup, ktery umoziuje prohodit dvé posloup-
nosti v linedrnim c¢ase. Mé&jme tedy posloupnost A = LSP a chceme proho-
dit L a P, aby vysledek byl PSL. Nutno poznamenat, ze podposloupnosti
L, S a P mohou mit raznou délku. Algoritmus prohozeni bude nasledujici:

1. Zrcadlové obrat jednotlivé podposloupnosti L, S, P.
2. Zrcadlové obrat celou posloupnost A.

Zrcadlové obraceni posloupnosti délky | dokdzeme udélat jednoduse v Case
O(1). Sta¢i mit dva indexy do pole a jet jimi proti sobé od opac¢nych konct
pole a prohazovat prvky. Cas je linearni a pomocné pamét je O(1).[]

Nyni se vrhnéme na konstrukei algoritmu in-place merge. Vstupem tedy
bude pole A, které se skladd z dvou podposloupnosti A; a As. Délka |A] = n.
Pro prvotni algoritmus si zavedeme omezeni na vlastnosti A, potom ukéa-
zeme, jak se vyporadat s obecnym vstupem. Predpokladejme tedy:

1. n =12, pro [ = 2k (n je mocnina sudého &sla)

2. |A1| = exy/n, |As| = dx/n (podposloupnosti jsou ndsobky odmocniny
délky pole)
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Algoritmus:

1. Rozdél pole na +/n bloki délky v/n. Prvni blok budu v dal$im postupu
nazyvat buffer.

2. Do bufferu pfesun v/n nejvétsich prvki (beru od konce dvou set¥{de-
nych posloupnosti). Buffer nemusi byt setfidény. Ptivodni prvky buf-
feru presunu na pozice, ze kterych jsem prvky do bufferu dal. Timto
prohozenim jsem mohl vytvorit maximéalné dva dalsi bloky obsahu-
jici nejmensi prvky. Pro jednoduchost budu predpokladat, ze vSechny
bloky v poli maji stejnou velikost (v/n) a je jich v/n.

3. Proved Blocksort, tzn. setfid bloky vzestupné podle maximéalniho (po-
sledniho) prvku. Pouzij tfidéni pfimym vybérem. To obnési \/n kroki,
ve kterych nejprve nalezni minimum z nejvyse /n prvki a potom pii-
padné prohod (pomoci vyse popsaného postupu) minimdlni blok na
spravné misto. Slozitost tohoto kroku je tedy nejvyse v/n * /n = n.

4. Provadéj nésledujici cyklus:

(a) Ozna¢ A posloupnost zacinajici prvnim blokem za bufferem a
obsahujici vSechny bloky, které tvori setfidénou posloupnost, tzn.
na hranici blokid v A nenastava pokles. Jako posloupnost B ozna¢
blok bezprostiedné za A. Pokud takovy blok neexistuje, cyklus
kon¢i.

(b) Slévej A a B do bufferu (a kdyz je plny, tak dale do A). Prvky
pfi presunu do bufferu vzdy prohazuj za prvek, na jehoz misto ho
davas. Prvky z A maji pfednost, tzn. pfi rovnosti prvki z A a B
vezmi prvek z A. Skonci, az slejes celé A. Jako buffer budu nyni
brat blok délky v/n za setiidénou posloupnosti vzniklou slévanim.

5. Nyni jsme v situaci, kdy za bufferem je jiz setfi dénd posloupnost A.
Prohod tedy A a buffer. Buffer dot¥id jakymkoli zptsobem.

Dikaz korektnosti algoritmu: Je potifeba se podi vat na jeden pribéh
cyklu v kroce 4. Plati nasledujici invarianty:

1. A dojde pii slévani diive nez B. To je proto, Ze bloky jsou setiidéné
vzestupné podle posledniho prvku a prvkim z A ddvam prednost.

2. V B vzdy néco zbyde. To plati ze stejného divodu jako predchozi
invariant.
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3. Koncové prvky A a B pochdazeji z riznych (vstupnich) posloupnosti,
protoze Blocksort zachovava poradi v posloupnostech.

Pro dokézani spravnosti se stac¢i presvédcit, ze posledni prvek posloup-
nosti vzniklé slévanim v kroce k (v k-tém priichodu cyklu v kroce 4) je
mensi nez nejmensi prvek posloupnosti vzniklé v kroce k + 1.

Oznacme si A; a B; posloupnosti slévané v kroce i. Posloupnost vzniklou
slévanim v kroce i ozna¢im R;. Necht posledni (nejvétsi) prvek Ry je [ a
prvni (nejmensi) prvek Rji41 je f. Chei ukézat, ze [ < f.

Necht je f € Ag. Rozlisme dva piipady:

o f € Apy1 Protoze Aj41 zadind Gsekem, ktery zbyl z By, po slévani v
kroce k, a prvky dalsich blokid tvoficich Agi1 (pokud néjaké takové
jsou) musi vzestupné navazovat, plati I < f.

e f € Bj41 Pokud je blok By ze stejné vstupni posloupnosti jako blok
By, jisté [ < f. V opa¢ném piipadé podle invariantu 3 jsou koncové
prvky Ay a By ze stejné posloupnosti, a proto I < f.[]

Na zavér je jesté potieba podivat se na zobecnéni algoritmu pro obecny
vstup, ktery nespliiuje nase specialni predpoklady:

1. Pokud n # [2, pak vezmeme vétsi buffer, aby ostatni bloky méli veli-

kost v/n.

2. Pokud neni hranice vstupnich posloupnosti na hranici bloki, vytvor
pro zarovnani mensi blok pred hranici a s jeho velikosti se vyporadej
podle nasledujiciho navodu.

3. Pokud ndm béhem algoritmu vzniknou bloky jiné velikosti nez /n,
budu si je pamatovat a budu s nimi operovat podle jejich velikosti.
Typicky téchto bloku bude relativné malo.
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List Edge Coloring of Outerplanar Graphs

Hranové obarveni vnéjskové rovinnych grafia

Andrea Hackmann, Arnfried Kemnitz

Referoval Tomas Valla dne 20.11. 2002
Zapisoval Vlastimil Janda

f je dobré obarveni = f : V(G) ={1..k} aVuv € E(Q) : f(u) # f(v)
X(G) =min{k: f: V(G) — {1..k} je dobré }
f je L-obarveni = 1) Yv € V(G) : f(v) € L(v)
2) f je dobré

x/(G) = x(L(Q)) (tj- pro L-obarveni)
ch(G) = min{k : Yv € V(G)je|L(v)| > ka3 L-obarveni } - choosability
eh(@)] > X(C)]

G je vnéjskové rovinny = G je rovinny a 3 jeho nakresleni tak, ze V
vrcholy jsou BUNO na vnéjsi sténé

Véta 1. ch/(G) > A(G)

pro nasledujici typy graft plati dokonce rovnost :
e bipartitni

L4 K2!+1

e A(G)=3ax/(G)=4

e rovinny, A(G) > 12

e reguldrni rovinny G

e vnéjskové rov. G s A(G) > 5

Lemma 1. Vnéjskove rovinny 2-souvisly G na p > 4 vrcholech obsahuje
aspoil 2 nesousedni vrcholy stupné 2 (3 u,v € V(G); uv € E(G) a degu =
degv = 2)

Dukaz

G = (), — trivialné plati
jinak indukcf :

Dp=4y
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2)p>4,G #Cp = AG) >3 = 3i,j: (v,v5) € E(G) =
3k, 1 (vg,v) € E(GQ)

v

q.e.d.

Lemma 2. G je VR, §(G) > 2, plati aspon jedno z :
(a) 3 2 vrcholy stupné 2 se spole¢nym sousedem stupné 4
(b) 3 vrchol stupné 2 se sousedem stupné < 3
Dukaz

pozn. : struéné - staci se podivat na graf bez artikulaci : ma néjaké vrcholy
stupné 2,
kdyby mély vSechny za sousedy vrcholy s velkym stupném nedostavalo by se hran



pozn. k pozndmce - protoze kazda takova hrana si vynuti vrchol stupné 2
atd. ..

- nakresli G vnéjskové rovinné

- zvol blok 2-souvislosti B t.Zz. md max 1 artikulaci v (kdyz G je 2-
souvisly, v zvol libovolné)

- V(D) = V(B) U N(v)

E(D) = E(B) U { uv: ueN(v) }

e 1)|V(B)|<4

e 2) | V(B) |> 5 pokud d(j) <3 nebo d(z) < 3 = plati (b)

d(j) > 4nd(z) > 4=

D= D -z, yz € E(D)
T\ D-z+yz, jinak

| V(D) |=[ V(D) | -1

x

"7

r'\-

e 1) G spliwje (a) = Juy, uz = 2y, t.z. deg(uy) = deg(uz) = 2 ; Iw #
VY

e 2) v D plati (b)

~ ) D' =D-a+yzyztuy s Ew
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-B)D' =D —x
x a) w # y,z — plati porad (b)
* b)w =yVw =2z po vraceni z mi plati (a)

dp(m) =dp(m) +1 < dp(m) =4

Vétal  Gje VRs A(G) > 5 = ch/'(G) = A(G)
Dukaz

dokdzeme x'(G) = A(G)

pozn. plyne triviadlné z Lemma 2.

necht G’ je minimalni protip¥iklad

e a) 6(G') = 1, inkriminovand hrana m4 jednu barvu do rezervy, takze
bez ni je to taky protipriklad

e () 6(G') > 2, pak vzdy Je t.z. G' — e lze obarvit A(G) barvami — G
taky — spor

q.e.d.
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Application of combinatorics to
statics-rigidity of grids

Aplikace kombinatoriky ve statistické
strnulosti mrizek

N. Radics, A. Recski

Referovala Ida Svejdarova dne 27.11.2002
Zapisoval Vlastimil Janda

hruby abstrakt: mrizka (obdelnikova, prip. s obecnym ”tvarem”) cha-
rakterizovana matici cisel (rotaci) - ;, y;, podle toho jak je s cim hnuto
(posunuto), v mrizce muzou byt tyce (a kabely), ktere omezuji moznosti jak
s mrizkou hybat (jak volit rotace x;, y;)

jsou tam jeste nejake linearni rovnice, ktere jsou ke kazdemu tycku
mrizku, a davaji nam nejake vlastnosti jako trbea proc je neco a nco neni
mozne, hnout zubem a podobne

pak je treba zajimavy kolik je treba pridat tyci aby se to nemohlo hnout
(bylo to rigidni), a jak to souvisi s grafem poloh tech tyci, kterej je bipartitni
a jeho souvislost nebo nesouvislost nam dava jak to je s rigiditou

jde to jeste nejak formalizovat

tabulka (kolik je potfeba p¥idat rznych elementi do miizky, aby se
stala rigidni)

bez dér s dirami 1 p. (fix) | 1 patrové 3D
diag. tyce k+l1-1 k+1+42 k+14-2 k+14-2
dlouhé tyce k+1-1 k+1-24#dér-1 | k+1+2
diag. kabely | 2 max(k,l) k+1-1
dlouhé kabely k+1 k+1-2#dér
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obrazky :

plnou ¢arou jsou tyce a c¢arkovanou jsou kabely

I
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A Steiner triple system
which colours all cubic graphs

Barveni kubickych graft
Steinerovymi systémy

Mike Grannell, Terry Griggs,
Martin Knor, Martin Skoviera

Referoval J. Kéra dne 8.1.2003
Zapisoval M. Pergel

Definice 1 (jasnych pojmu): O hrané {u,v} fekneme, Ze je pfilehld k
vrcholu u (resp.v), minorem grafu G je graf H vznikly operaci vyhozeni,
nebo kontrakce hrany. Tyto pojmy by mély byt intuitivné ziejmé, proto je
definujeme hned zkraje a jen takto neformalné.

Definice 2: Steinerovym systémem trojic (STS) nazveme S = (X, M), kde
M C (%) a¥% yexTmem, Ze x € m Ay € m.

Tvrzeni 3: Existuje STS pravé kdyz | X| = 1 nebo 3(mod 6).

Ke konstruovani obarveni budeme potiebovat projektivni geometrie. Ty
obvykle zna¢ime PG(n, k), nam vSak postaci pfipad pro k = 2, které vyro-
bime jako trojice z dvouprvkového télesa Zy\{0...0}. Trojice vybirdme
tak, ze {a,b,c} € M <= a+b+c=o.

Jako piiklad mtzeme uvést Fanovu rovinu, kterd je izomorfni PG(2, 2),
trojici tvori napiiklad {0,0,1},{1,0,1},{1,0,0}.

Nyni se pustime do barveni hran 3-regularnich (tedy kubickych) graft

pomoci STS:
Definice 4: Necht S = (X, M) je STS, G = (V, E) kubicky graf. Pak S-
obarveni je zobrazeni ¢: E — X. Navic musi platit proe,f € E,enN f #
0 = c(e) # c(f) a obrazy kazdé trojice hran, kterd sdili spole¢ny vrchol,
musi tvorit trojici v M.

Pouzijeme jako fakt néasledujicich dvou vét:

Véta 5 (Skoviera, Holroyd): Budiz G hranové 2-souvisly kubicky mul-
tigraf bez smycek. Pak jakykoliv STS S fadu aspon 3 obarvi G.
Vé&ta 6: Necht G je kubicky multigraf bez smycek, S = PG(n, 2), pak G je
S-obarvitelny, pokud G nemd most (tedy je hranové 2-souvisly).
Pozn.: Budeme-li nadale mluvit o 2-souvislosti, budeme tim myslet 2-
souvislost hranovou, nikoliv vrcholovou, jak tomu obvykle byva.
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Nasim cilem bude ukézat nésledujici:

Véta 7: Existuje STS 7 takovy, ze kazdy kubicky graf je T-obarvitelny.
Pozn.: 7, které vyrobime, bude na 381 vrcholu a nevi se, zda existuje mensi.

Vezméme PG(6,2), tedy Z3\{0,...0}. Tim ziskdme strukturu na 127
vrcholech. Stouto projektivni geometrii provedeme operaci zvanou Pasch
Switch:

Oznacime ap = 1101100, bg = 1001010, ¢cp = 0100110, a; = 1101101,
by = 1001011, ¢; = 0100111. Na této Sestici lezi (zkonstrukce) étyfi hy-
perhrany: {ag, bo, o}, {ao,b1,c1}, {a1,bo,c1}, {a1,b1,co}. Tyto hyperhrany
vyménime za hyperhrany s vrcholy ,opacnych® indexd, tedy {ai,b1,c1},
{a1,bo,c0},{ao,b1,co},{ao,bo,c1}. Uvédomme si, Ze vlastnost, ze kazda dvo-
jice je v praveé jedné trojici ztistane zachovana! Ted tuto konstrukei (ozna¢me
ji Z) ,zndsobime“, tedy vezmeme tii kopie této konstrukce, oznacime je
Z,7',Z", jejich prvky budte ag,a1,as ..., aj,a},ab, ... aay,ay,ay.... Do
této ztrojnasobené konstrukce pfidame vSechny trojice {a;, a}, a} } pro kazdé
i a kazdou trojici tvaru {a;,a},ay}, kde {a;,a;,ax} je hyperhrana v kon-
strukci Z.

Tim vznikla konstrukce na 381 vrcholu, zbyva dokazat, ze ,udéla co
chceme*.

Postupovat budeme barvenim B — jednotlivych komponent (hranové)
2-souvislosti grafuG. Vznikla obarveni nalepime a ziskdme obarveni celého
grafu. Jelikoz G je 3-regulrni, jsou dvé moznosti, jak miize B vypadat:

1. B neobsahuje podrozdéleni K4, nebo

2. B obsahuje podrozdéleni K.

Definice 8: Grafiim, které neobsahuji podrozdéleni K, tikdme sérioveé-
paralelni.

Fakt: Sériové paralelni grafy lze ocharakterizovat tak, zZe jsou to pravé
grafy, které lze zkonstruovat z K2 opakovanym podrozdélovanim hran, nebo
pfiddvéanim hran paralelnich (tj. jiz vedouci hranu zdvojime). Operace pfi-
déni paralelni hrany nam vyrobi multigraf, coz ndm ale s ohledem na to, ze
véty, které budeme pouzivat, plati pro multigrafy, nevadi.

My budeme chtit grafy ve Faktu popsanymi operacemi rozebirat, tj. bu-
deme naopak kontrahovat hrany okolo vrcholi stupné 2, resp. ubirat hrany
paralelni. VSimnéme si, ze pro 3-regularni 2-souvislé grafy lze uvedené dvé
operace nahradit operaci kontrakce cyklu se dvéma vrcholy stupné 3 na
jediny vrchol (ozn. jako operaci SP).

Nyni postupujeme pro prvni pripad, tedy bez podrozdéleni K. Pak
plati, Zze v sériové paralelnim grafu bez podrozdéleni K4 existuji na kruznici
budto dva vrcholy stupné 3, nebo zadny. Jeden byt nemiZe, protoze pak
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bychom méli v hranové dvojsouvislém grafu most, vice nez dva by impliko-
valy podrozdéleni Ky, které predpokladame, ze zkoumany graf neobsahuje.
Lemma 9: Dvojsouvisly sériové paralelni graf s maximalnim stupném nej-
vySe 3 je hranové 3-obarvitelny.
Dikaz: Indukci: Kruznici hranové obarvime tfemi barvami snadno. Déle
pouzijeme operaci SP, tedy kontrahujeme kruznici do vrcholu, obarvime (z
indukéniho predpokladu) aposléze dobarvime kruznici (je t¥eba rozebrat 3
moznosti, tedy jsou-li mezi témi dvéma vrcholy obé cesty sudé délky, obé
liché délky, nebo jedna sudé, druhd liché — pro piipad obou cest sudé délky
barvime (pfichézi-li do kruZnice barva a a odchdzi b) jednu cestu stiidavé
barvami ¢ a a, druhou pak b, ¢, ostatni jsou podobné a téz velmi snadné).
Definice 10: G je téméf kubicky (dale jen TK), pokud mé jen vrcholy
stupné 1 nebo 3.

G# ozna¢ime pro G TK G bez vrchol stupné 1, tedy G indukovany na
vrcholech stupné 3.
Lemma 11: Necht G je souvisly graf G; ozna¢me minor G vznikly kontrakci
hran prilehlych k vrcholdm stupné 2, je-li Gf& 2-souvisly a obsahuje podroz-
déleni Ky, pak G je 3-obarvitelny tak, Ze mosty dostanou jednu specifickou
barvu z.
Diikaz: H = G# po kontrakci vrcholdl stupné 2 (méize byt multigraf). Ten
lze podle véty5 obarvit i Fanovou rovinou. Tim dostaneme @ ... Q-obarveni
H. Pokud jsme zadny vrchol stupné 2 nekontrahovali, je obarveno. Jinak
vlozime kontrahované vrcholy zpatky, kazdou z nové vzniklych (podrozdéle-
nych) hran obarvime tak, jak byla obarvena ptivodni podrozdélovand hrana
v grafu H. Tak ziskdme nekorektni obarveni ®;. Vrcholy vzniklé podroz-
délovanim oznacme v ...v,. V pripadé, ze k je liché, pouzijeme toho, Ze
G obsahuje podrozdéleni Ky. V tom piipadé vezméme x — vrchol, ktery je
spoleénym vrcholem néjakych tii kruznic oné podrozdélené K4 a oznacme
jej vk41. Vrcholy vy ...vg (piipadné a7 vgi1) sparujeme. Tak vznikne [£]
part. Cesty mezi vrcholy téch part oznacme L, ...L[g]. V dal$im textu
pouzijeme znacku

0, jinak.

1, pro e lezici na cesté P,
cp(e) = {

Nyni vyrobime obarveni ®3 takto:

[£1
D3(e) = Pa(e) + Z cr;(e) | - z; &3 (mosty) = z.
i=1
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Jelikoz pocitame s vektory modulo 2, zméni se mezi obarvenimi ®, a @3
toto: Nékterym hrandm se barva zvysi o z, ostatnim zistane. Toto obarveni
bude ,skoro dobré“, tedy bude dobré pro vSechny vrcholy vy, které jsme
y,dekontrahovali® pti rekonstrukci grafu G zgrafu H, protoze témto se oz
zvysi barva jedné sousedni hrany. Barvou z utéhoz vrcholu bude obarvena
hrana vedouci ksousedicimu vrcholu stupné 1 (jehoZz existence plyne ztoho,
ze G byl TK a toho, jak jsme vyrdbéli graf H a zpét z néj rekonstruujeme
graf G). K tomuto zvySeni u pravé jedné pfiléhajici hrany dojde proto, ze
cesty {v; — v;}, na nichz vy nelezi, do vypoctu nového obarveni k nému
priléhajicich hran nezasdhnou, cesty, na nichz v;, lezi, ale neni krajnim bo-
dem, zméni hodnotu obou priléhajicich hran a pravé jedna cesta, jiz je v
krajnim bodem, zméni obarveni pravé jedné piiléhajici hrany. Uvédomme
si, Ze ted uz mame (ze stejného divodu dobfe obarvené i viechny vrcholy,
které mély v H stupen 3 kromé x v ptipadé, ze jsme z néj udélali vrchol
Vk41-

V této chvili vidime, Ze byl-li ,dekontrahovan“ sudy pocet vrcholi (ro-
zuméj v posloupnosti vy ...vg bylo k sudé), mame zadany graf G korektné
obarveny a to napiiklad tak, ze graf H obarvime Fanovou rovinou, tedy
vektory prfifazené jednotlivym hrandm budou tvaru (ai,as,as,0,0,0,0),
barva z bude (0,0,0,0,0,0,1). Problém nastivd, zméni-li se ndm neza-
doucné barva lichého poc¢tu hran priléhajicich k x. Pro tento pripad budeme
vyrabét obarveni ®4 s vyuzitim toho, Ze x je spoleénym vrcholem kruznic
ca,cp a cc. Obarveni @3 vytvofilo barvy tvaru (a;,as,as,0,0,0,a4). Spe-
cidlné barvy pridélené hranam ptiléhajicim k x oznacme:

(p17p27p37070707p4)7
(Q1;Q2;Q3;0;0>0;Q4);
(7"1,7"2,7"3,0,0,0,7"4).

Vime, ze py + g4 + r4 = 1. Pro vyrobu obarveni ®, budeme oznacime tyto
tfi vektory:
b= (ql + 17q27q370707 170)7

q= (pl + 1:192 + 17p3707 17070)7
r = (0,0,0,1,0,0,0).

Samotné obarveni definujeme takto:

D4(e) = P3(e) + cale) p+ceale)-g+cole) r
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Toto obarveni udéla presné to, co chceme, protoze pro vrchol lezici na jedné
nebo dvou kruznicich, ktery uz byl dobfe obarven k pravé dvéma hrandm
pricte stejnou konstantu, kterd se, jelikoz pocitame stale modulo 2, zrusi.
O vrcholy, které byly dobfe obarveny tedy je dobfe postarano i tentokrat,
zbyva ovérit, co se stane u vrcholu z, kvili kterému jsme obarveni ®4 vyra-
béli. Tam snadno numerickym vypoctem zjistime, ze barvy prilehlych hran
se zméni takto:

(p17p27p37070707p4) — (]-7 ]-707 ]-7 1;07194);

(qlan7q37070707q4) - (17170717 1707q4)7
(7'177'2,7“3,0,0,0,7'4) - (07 170707]—7 ]-77'4)'

Jelikoz vime, ze py +q4 +1r4 = 1, tak trojice barev okolo vrcholu x zjevné vy-
tvori ve Steinerové systému trojic, kterym barvime, trojici vzniklou operaci
Pasch switche.
Shrnuti: Zbyva dokazat vétu 7, coz udélame tak, ze graf G rozdélime na
komponenty 2-souvislosti, které budto nebudou obsahovat podrozdéleni Ky,
pak je obarvime podle lemmatu 9 tfemi barvami z, 2z’ a 2" (proto jsme museli
konstrukci projektivni geometrie ze Z7 trojndsobit, v§imnéte si, Ze obarveni
bude korektni) a mosty z nich vedouci dobarvime zbyvajici t¥eti barvou
(3-regularita). Pokud doty¢né komponenty dvojsouvislosti podrozdéleni K,
obsahuji, pak k dané komponenté priddme i vSechny mosty s ni sousedici a
postupujeme podle lemmatu 11. Dtlezité je, Ze mezi zddnymi dvéma kom-
ponentami 2-souvislosti nevede vice nez jedna (hranové disjunktni) cesta
(protoZe jsou to komponenty hranové 2-souvislosti), budou ndm tudiz jed-
notlivé komponenty (po kontrakci do jednoho vrcholu) tvofit strom, ktery
budeme stavét lepenim list jak budeme postupné barvit jednotlivé kom-
ponenty dvojsouvislosti. Strom nam bude urcovat, kterou tfetinu barviciho
systému pro pfislusnou komponentu mame pouzit (obsahuje-li podrozdéleni
K,), pfipadné jak zapermutovat barvy z, z' a z".

Nyni, kdyz uz mame obarveno, na Uplny zavér poznamenejme, ze neni
znamo, zda tato konstrukce je optiméalni, nebo ne. To je nejspis stale pred-
métem vyzkumu.
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The Maximum Number of Edges in a
Three-Dimensional Grid-Drawing

Maximalni pocet hran
v 3D nakresleni grafu

P. Bose, J. Czyzowicz, P. Morin, D. R. Wood

Referoval David Stérba dne 4. 12. 2002
Zapisoval David Stérba,

Tridimenziondlni nakresleni grafu do miizky (grid-drawing):
Vreholy: jsou umistény v bodech Z3

Hrany: Gsecky spojujici 2 vrcholy (jako koncové body) a neprotinajici jiné
vrcholy; dvé hrany maji spolecné nejvyse koncové body

Bounding box 3D-nakresleni grafu je kvadr, s hranami rovnobéznymi s osami,
ktery obsahuje nakresleni grafu (zfejmé nejmensi takovy).

X XY x Z grid-drawing rozumime 3D-nakresleni, takové, ze bounding box
obsahuje hrany a X, Y a Z m¥{Zzovych bodu (ve sméru kazdé z os).

Objem 3D-nakresleni je pocet miizovych bodi v bounding boxu. Objem
X x Y x Z-nakresleni je XYZ. (Tedy i 2D-nakresleni grafu maji kladny
objem.)

Kazdy simple graf ma 3D-nakresleni, my se budeme zabyvat nakreslenimi s
malym objemem.

Véta 1 (v dimenzi 3)

Maximalni pocet hran mtizového nakresleni X x Y x Z je pravé

2X —1)(2Y —1)(2Z - 1) - XY Z.

Diikaz

Uvazujme X x Y x Z miizové nakresleni grafu G s n vrcholy a m hranami.
Necht P = {(z,y,2) : (z,y,2) € BBox(G) A 2z,2y,2z € N}.

Je ziejmé, 7e |P| = (2X — 1)(2Y — 1)(2Z — 1). Stied kazdé hrany v G je
v P a 7adné dvé hrany nemaji spolecny stfed. Tedy m < |P|. Navic, stied
hrany neprotina vrchol.

Tedy m < |P| —n.
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Nakresleni s maximalnim poc¢tem hran je takové, ze zadna hrana neprochézi
miizovym bodem, jinak rozdélime hranu na dvé a pfidame do bodu vrchol.
Tedy n =XYZ am < |P|-XYZ.
Konstrukce
v kazdé jednotkové krychli natdhneme tyto hrany:
1) tsecky podél hran
2) diagondlni tGsecky na sténéach
3) télesova-diagonalni Gsecka
Snadno nahlédneme, Ze pocet souhlasi, protoze ke kazdé takové tisecce pri-
fadime jeden bod z P\ Z, ktery prochazi stfedem. d
Véta 2 (v dimenzi d)
Necht B C R? je konvexni mnozina. Necht S = BNZ? je mnozina miizovych
bod v B. Maximdlni pocet hran v mriZovém nakresleni lomenou c¢arou s
bounding boxem B je jenvyse (2¢ —1)|S|.
Jestlize B = X x ... x Xy miizovy kvadr, potom maximéalni pocet hran je
pravé
d d

H(2Xi -1) - HXi.

i=1 i=1
Diikaz
Definujeme podobné P = {z € B : 2z € Z%}. Uvazme nakresleni{ do miize
lomenou ¢arou s bounding boxem B. Stfed kazdé hrany lezi v P a zadné dvé
hrany nemaji spolecny stied. V nakresleni s maximalnim poc¢tem hran ne-
prochézi zadnd hrana miizovym bodem, jinak hranu v tomto bodé rozdélime
a ptiddme novy vrchol. Tedy pocet hran je nejvyse |P| —|S| < (22 —1)]9|.
Jestlize B je X1 x ... x X4 mifzovy kvadr, potom |P| —|S| = [T, (2X; —
1) -[I%, Xi.
Konstrukce:
Kazdé jednotkové hyperkrichli dimenze d', kde 1 < d' < d, je jednoznacné
piifazen jeden bod z € |P|\ |S]. Bod z je stfedem takové tsecky, ktera
spojuje protilehlé vrcholy v hyperkrychli. Hrany se protinaji pouze v miizo-
vych bodech, protoze jednotkové hyperkrychle? se protinaji podél hranice.
Kazdy bod z P je bud vrchol nebo stied Gsecky, tedy pocet hran je piesné
[P| - |s]. O
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